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ÏÎÑÂßÙÀÅÒÑß 30�ëåòèþ

Áåëîðóññêîé øêîëû ïî

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è

ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå

è åå ñîçäàòåëþ �.À.Ìåäâåäåâó

Ïðåäèñëîâèå

Íà÷àëî ðàçâèòèÿ èññëåäîâàíèé ïî òåîðèè âåðîÿòíî-

ñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå â �åñïóáëèêå Áåëàðóñü

ñâÿçàíî ñ ïðèãëàøåíèåì â 1974 ãîäó ïðî�åññîðà �åííà-

äèÿ Àëåêñååâè÷à Ìåäâåäåâà íà äîëæíîñòü çàâåäóþùå-

ãî îòêðûâøåéñÿ êà�åäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè Á�Ó. Èì ñîçäàíà èçâåñòíàÿ áå-

ëîðóññêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ øêîëà, âêëþ÷àþùàÿ òàêèå íà-

ïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé êàê òåîðèÿ ìàññîâîãî îáñëóæè-

âàíèÿ, òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ìíîãîìåðíûé ñòà-

òèñòè÷åñêèé àíàëèç, òåîðèÿ ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ è

âðåìåííûõ ðÿäîâ, �èíàíñîâàÿ è àêòóàðíàÿ ìàòåìàòèêà

è äð. Øèðîêóþ èçâåñòíîñòü â ìèðå ïîëó÷èëà Áåëîðóñ-

ñêàÿ øêîëà ïî òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, êîòîðàÿ

ðåãóëÿðíî ïðîâîäèòñÿ â âèäå òåìàòè÷åñêèõ ìåæäóíàðîä-

íûõ êîí�åðåíöèé íà÷èíàÿ ñ 1985 ãîäà. Ïîñëåäíÿÿ, 17-àÿ

êîí�åðåíöèÿ, ïîä íàçâàíèåì "Ñîâðåìåííûå ìàòåìàòè÷å-

ñêèå ìåòîäû àíàëèçà è îïòèìèçàöèè òåëåêîììóíèêàöè-

îííûõ ñåòåé" ïðîâîäèëàñü â �îìåëüñêîì ãîñóäàðñòâåí-

íîì óíèâåðñèòåòå èì. Ô.Ñêîðèíû 23 � 25 ñåíòÿáðÿ 2003

ãîäà. Èíòåðåñû äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ áåëîðóññêîé âåðî-

ÿòíîñòíîé øêîëû äèêòóþò ñîçäàíèå ó÷åáíèêîâ è ïîñîáèé

ïî ðàçëè÷íûì ðàçäåëàì �óíäàìåíòàëüíîãî è ïðèêëàäíî-

ãî âåðîÿòíîñòíîãî àíàëèçà.

Äàííîå ïîñîáèå íàïèñàíî íà îñíîâå ëåêöèé ïî îáùå-

ìó äâóõñåìåñòðîâîìó êóðñó òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòå-
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ìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, êîòîðûå ÷èòàþòñÿ åå àâòîðîì íà

ìàòåìàòè÷åñêîì �àêóëüòåòå ��Ó èì. Ô.Ñêîðèíû íà÷è-

íàÿ ñ 1973 ãîäà. Ïàðàëëåëüíî â �óíêöèîíàëüíîì àíàëèçå

â òå÷åíèå ïåðâîãî ñåìåñòðà ñòóäåíòû èçó÷àþò òåîðèþ ìå-

ðû è èíòåãðàëà Ëåáåãà. Ïîýòîìó èìååòñÿ âîçìîæíîñòü èñ-

ïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷àåìûõ òàì ñòóäåíòàìè ñâåäåíèé. Ïðè

ïðåïîäàâàíèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé âîçíèêàþò òðóäíîñòè,

ñâÿçàííûå ñ òåì, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, íåîáõîäèìî íà-

ó÷èòü ñòóäåíòîâ ïîñòðîåíèþ âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé ñëó-

÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, âîçíèêàþùèõ íà ïðàêòèêå, è ðàç-

âèòü ó íèõ âåðîÿòíîñòíóþ èíòóèöèþ, à, ñ äðóãîé ñòîðî-

íû, äàòü äîñòàòî÷íî ñòðîãîå àêñèîìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå,

èñïîëüçóþùåå ñîâðåìåííûå èäåè �óíêöèîíàëüíîãî àíà-

ëèçà. Â íàñòîÿùåì ïîñîáèè èçëîæåíèå îñíîâûâàåòñÿ íà

íåêîòîðîì êîìïðîìèññå ìåæäó äâóìÿ óêàçàííûìè ïðî-

òèâîðå÷èâûìè òåíäåíöèÿìè.

Êíèãà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé-ãëàâ: ãëàâà 1 ïîñâÿùå-

íà ñîáñòâåííî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, à ãëàâà 2 � ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå. Â ïåðâûõ ÷åòûðåõ ïàðàãðà�àõ

ãëàâû 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ àêñèîìàòèêà òåîðèè âåðîÿòíî-

ñòåé, âêëþ÷àþùàÿ, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåíèå âåðîÿòíî-

ñòè â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ,

êëàññè÷åñêîå è ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè.

Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíû ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè ñ ïîë-

íûì âûâîäîì �îðìóë äëÿ ïîäñ÷åòà íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå-

÷àþùèõñÿ êîìáèíàòîðíûõ ñõåì. Àâòîð íå ñ÷èòàåò íóæ-

íûì ðàññìîòðåíèå î÷åíü ñëîæíûõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

íà êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè, ïîñêîëüêó ýòî

ìîæåò âûáèòü ïî÷âó ó îáó÷àþùèõñÿ è ê òîìó æå ñîçäàòü

íåâåðíîå ïðåäñòàâëåíèå î òåîðèè âåðîÿòíîñòåé â öåëîì.

Â 5-îì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàåòñÿ óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

è íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé, â 6-îì è 7-îì � ñõåìà Áåðíóë-
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ëè è ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ íåå. Èçó÷åíèþ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí, çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ è òèïîâ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí ïîñâÿùåíû ïàðàãðà�û 8 � 10, èçó÷åíèþ ìíîãîìåð-

íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí � 11-ûé ïàðàãðà�. 12-ûé ïàðà-

ãðà� ïîñâÿùåí âàæíîìó ïîíÿòèþ íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí, 13-ûé ïàðàãðà� � çàêîíàì ðàñïðåäåëåíèÿ

�óíêöèé îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, 14-ûé ïàðàãðà� � ÷è-

ñëîâûì õàðàêòåðèñòèêàì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Â 15-îì è

16-îì ïàðàãðà�àõ èçó÷àþòñÿ âèäû ñõîäèìîñòè ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí è çàêîíû áîëüøèõ ÷èñåë, âêëþ÷àÿ âåðîÿò-

íîñòíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Âåéåðøòðàññà î ðàâíî-

ìåðíîì ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå �óíêöèè

ìíîãî÷ëåíàìè. 17-ûé ïàðàãðà� ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ òà-

êèõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

êàê ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíê-

öèÿ, ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà-Ñòèëòüåñà. Íàêîíåö â ïî-

ñëåäíåì, 18-îì ïàðàãðà�å, ðàññìîòðåíà öåíòðàëüíàÿ ïðå-

äåëüíàÿ òåîðåìà è åå ïðèìåíåíèå ê ïðèáëèæåííîìó âû-

÷èñëåíèþ èíòåãðàëîâ.

Î÷åíü íàäåþñü, ÷òî êíèãà áóäåò ïîëåçíà êàê äëÿ ïðî-

�åññèîíàëüíûõ ìàòåìàòèêîâ, òàê è äëÿ âñåõ èññëåäîâà-

òåëåé, êîòîðûå ïðèìåíÿþò âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèå

ìåòîäû â �èçèêå, õèìèè, áèîëîãèè, òåõíèêå, ýêîíîìèêå,

�èíàíñàõ è ò.ä.

Â çàêëþ÷åíèå, àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàð-

íîñòü ÷ëåíàì êà�åäðû òåîðèè �óíêöèé, �óíêöèîíàëü-

íîãî àíàëèçà, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ïðèêëàäíîé ìàòå-

ìàòèêè �ðîäíåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì.

ßíêè Êóïàëû, âçÿâøèì íà ñåáÿ íåëåãêèé òðóä ðåöåíçèðî-

âàíèÿ äàííîãî ïîñîáèÿ, è ðåöåíçåíòó Í.Í.Òðóøó çà âåñü-

ìà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.

ã.�îìåëü, èþíü 2004 ã. Þ.Ìàëèíêîâñêèé
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�ËÀÂÀ 1. ÒÅÎ�Èß ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ

�ËÀÂÀ 1. ÒÅÎ�Èß ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ

Ââåäåíèå

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé � ìàòåìàòè÷åñêàÿ íàóêà, èçó-

÷àþùàÿ çàêîíîìåðíîñòè ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé, â êîòî-

ðûõ ïðîÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ðåãóëÿðíîñòü. Ñêàçàí-

íîå ìîæíî ïîÿñíèòü íà ïðèìåðå ïîäáðàñûâàíèÿ "ïðà-

âèëüíîé" ìîíåòû. ßñíî, ÷òî çàðàíåå íåâîçìîæíî ñ îïðå-

äåëåííîñòüþ ïðåäñêàçàòü èñõîä êàæäîãî ïîäáðàñûâàíèÿ.

�åçóëüòàòû îòäåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ íîñÿò êðàéíå íåðå-

ãóëÿðíûé õàðàêòåð, è êàæåòñÿ, ÷òî íåò âîçìîæíîñòè ïî-

çíàòü êàêèå-íèáóäü çàêîíîìåðíîñòè, ñâÿçàííûå ñ òàêèìè

ýêñïåðèìåíòàìè. Òåì íå ìåíåå, åñëè ìîíåòó ïîäáðîñèòü

ìíîãî ðàç, òî ïðîÿâëÿåòñÿ âïîëíå îïðåäåëåííàÿ ñòàòèñòè-

÷åñêàÿ ðåãóëÿðíîñòü � îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà âûïàäåíèÿ

"ãåðáà" (îòíîøåíèå N(ã)/N , ãäå N � ÷èñëî ïîäáðàñûâà-

íèé, N(ã) � ÷èñëî âûïàäåíèé "ãåðáà") áóäåò áëèçêà ê

1/2.

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ÷àñòîò, ïðîÿâëÿþùàÿñÿ

âî ìíîãèõ äðóãèõ ýêñïåðèìåíòàõ, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî

ìîæíî êîëè÷åñòâåííî îöåíèòü ñòåïåíü âîçìîæíîñòè ïî-

ÿâëåíèÿ òîãî èëè èíîãî ñîáûòèÿ A, ïðîèñõîäÿùåãî â ðå-
çóëüòàòå ýêñïåðèìåíòîâ. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðèíèìàåò

ñóùåñòâîâàíèå ó ñîáûòèÿ A îïðåäåëåííîé ÷èñëîâîé õà-

ðàêòåðèñòèêè P (A), íàçûâàåìîé âåðîÿòíîñòüþ ýòîãî ñî-

áûòèÿ. Íàçîâåì îòíîøåíèå

PN (A) = N(A)/N, (B1)

ãäå N � ÷èñëî ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, N(A) � ÷èñ-
ëî ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ ïîÿâèëîñü ñîáûòèå A, îò-
íîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé ñîáûòèÿ A. Îïûòíûì ïóòåì
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Ââåäåíèå

áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ øèðîêîãî êëàññà ÿâëåíèé ñ

ðîñòîì ÷èñëà ýêñïåðèìåíòîâ N îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà

PN (A) ñòàáèëèçèðóåòñÿ âîêðóã íåêîòîðîãî ÷èñëà P (A),
êîòîðîå åñòåñòâåííî ïðèíÿòü çà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A.
Äëÿ ðàññìîòðåííîãî âûøå ïðèìåðà ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âå-

ðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ "ãåðáà" ïðè ïîäáðàñûâàíèè "ïðà-

âèëüíîé" ìîíåòû íàäî ñ÷èòàòü ðàâíîé 1/2.

Ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå

ìîùíûõ êîíöåïöèé ñîâðåìåííîé íàóêè. Âñå ñîâðåìåííîå

åñòåñòâîçíàíèå ïðîíèçàíî âåðîÿòíîñòíûìè èäåÿìè. Ôóí-

äàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòíûõ èäåé è ïðåäñòàâ-

ëåíèé â ñîâðåìåííîé íàóêå íåîäíîêðàòíî ïîä÷åðêèâàëîñü

âûäàþùèìèñÿ ó÷åíûìè. Íàïðèìåð, Í. Âèíåð ñâÿçûâàåò

ðàäèêàëüíîå ñòàíîâëåíèå âåðîÿòíîñòè â íàóêå, ðàçâèòèå

âåðîÿòíîñòíîé òî÷êè çðåíèÿ íà óñòðîéñòâî ìèðà è îñíî-

âàíèÿ ìíîãèõ íàóê ñ èìåíåì �èááñà.

Âåðîÿòíîñòü âîøëà â �èçèêó â ïðîöåññå ðàçðàáîò-

êè ìîëåêóëÿðíî-êèíåòè÷åñêîé òåîðèè. Íî åùå áîëüøåå

çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòíûå èäåè ïðèîáðåëè â ñîâðåìåííîé

�èçèêå, íàïðèìåð, â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, êîòîðàÿ áûëà

áû âîîáùå íåâîçìîæíà áåç ïîíÿòèÿ âåðîÿòíîñòè. Ìíî-

ãèå ðàçäåëû áèîëîãèè èñïîëüçóþò âåðîÿòíîñòíûå ìîäå-

ëè, îñîáåííî ãåíåòèêà, òàê êàê ìåõàíèçì íàñëåäñòâåííî-

ñòè èìååò âåðîÿòíîñòíóþ ïðèðîäó. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé

ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêîé áàçîé òàêèõ ïðèêëàäíûõ ðàçäå-

ëîâ ñîâðåìåííîé íàóêè êàê òåîðèÿ íàäåæíîñòè, òåîðèÿ

ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, òåîðèÿ �èíàíñîâ (îñîáåííî â

÷àñòè, ñâÿçàííîé ñ îïèñàíèåì ñòîèìîñòè öåííûõ áóìàã, â

òåîðèè ñòðàõîâàíèÿ è ïåíñèîííûõ �îíäîâ).

Èãðàÿ �óíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â ñîâðåìåííîé íàóêå,

ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ýëåìåí-

òîì ñîâðåìåííîé �èëîñî�èè.
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�ËÀÂÀ 1. ÒÅÎ�Èß ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ

�àçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìîæíî ðàçáèòü íà

ñëåäóþùèå ýòàïû.

1. Ïðåäûñòîðèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Â ýòîò ïåðèîä

ñòàâèëèñü è ðåøàëèñü ýëåìåíòàðíûå çàäà÷è, êîòîðûå ïîç-

æå îòíåñëè ê òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Íèêàêèõ ñïåöèàëüíûõ

ìåòîäîâ â ýòîò ïåðèîä íå âîçíèêëî.

Ñ âåðîÿòíîñòíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè áûëè çíàêîìû

àíòè÷íûå ó÷åíûå, íàïðèìåð, Äåìîêðèò, Ëóêðåöèé Êàð,

êîòîðûå ïðåäâèäåëè ñòðîåíèå ìàòåðèè ñ áåñïîðÿäî÷íûì

äâèæåíèåì ìåëêèõ ÷àñòèö, ðàññóæäàëè î ðàâíîâîçìîæ-

íûõ èñõîäàõ. Íî àíòè÷íàÿ íàóêà íå äîøëà äî âûäåëåíèÿ

ïîíÿòèÿ âåðîÿòíîñòè.

Â ñðåäíèå âåêà â ðàáîòàõ Ë.Ïà÷îëè, Í.Òàðòàëüè è

Ä.Êàðäàíî äåëàåòñÿ ïîïûòêà âûäåëèòü íîâîå ïîíÿòèå �

îòíîøåíèå øàíñîâ � ïðè ðåøåíèè ðÿäà çàäà÷, ïðåæäå

âñåãî êîìáèíàòîðíûõ. Íî òàêèå ïîïûòêè âñòðå÷àþòñÿ

òîëüêî ýïèçîäè÷åñêè.

2. Âîçíèêíîâåíèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé êàê íàóêè.

Âîçíèêíîâåíèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé êàê íàóêè îòíîñèòñÿ

ê ñåðåäèíå XV III âåêà è ñâÿçàíî ñ èìåíàìè Ïàñêàëÿ

(1623-1662), Ôåðìà (1601-1665) è �þéãåíñà (1629-1695).

Îáùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïîäñ÷åòîì

øàíñîâ â àçàðòíûõ èãðàõ, áûëè äàíû â çíàìåíèòîé

ïåðåïèñêå ìåæäó Ïàñêàëåì è Ôåðìà è â ïåðâîé êíèãå

ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé "Î ðàñ÷åòàõ â àçàðòíîé èãðå"

�þéãåíñà. Èìåííî â ýòîò ïåðèîä âûðàáàòûâàåòñÿ âàæíîå

ïîíÿòèå "ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå", óñòàíàâëèâàþòñÿ

òåîðåìû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Â ýòî

âðåìÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé íàõîäèò ñâîè ïåðâûå ïðèìå-

íåíèÿ â äåìîãðà�èè, ñòðàõîâîì äåëå, â îöåíêå îøèáîê
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Ââåäåíèå

íàáëþäåíèé.

3. Ôàêòè÷åñêàÿ èñòîðèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé íà-

÷èíàåòñÿ ñ ðàáîòû ß.Áåðíóëëè (1654-1705) "Èñêóññòâî

ïðåäïîëîæåíèé", â êîòîðîé áûëà ñòðîãî äîêàçàíà ïåðâàÿ

ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé � çàêîí áîëü-

øèõ ÷èñåë, è ðàáîòû äå Ìóàâðà (1667-1754) "Àíàëèòè÷å-

ñêàÿ ñìåñü", â êîòîðîé âïåðâûå áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà è

äîêàçàíà öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà òåîðèè âåðî-

ÿòíîñòåé â ñèììåòðè÷íîé ñõåìå Áåðíóëëè. ß.Áåðíóëëè

áûë, âåðîÿòíî, ïåðâûì, êòî îñîçíàë âàæíîñòü ðàññìîòðå-

íèÿ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîâòîðíûõ èñïû-

òàíèé è êòî äåëàë ÷åòêîå ðàçëè÷èå ìåæäó ïîíÿòèåì âå-

ðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ è ÷àñòîòû åãî ïîÿâëåíèÿ. Äå Ìóàâðó

ïðèíàäëåæèò çàñëóãà â îïðåäåëåíèè òàêèõ ïîíÿòèé, êàê

íåçàâèñèìîñòü, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, óñëîâíàÿ âå-

ðîÿòíîñòü.

Â 1812 ã. âûõîäèò áîëüøîé òðàêòàò Ëàïëàñà (1749-

1827) "Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé", â êîòîðîì

îí èçëàãàåò ñâîè ñîáñòâåííûå ðåçóëüòàòû â îáëàñòè òå-

îðèè âåðîÿòíîñòåé, à òàêæå ðåçóëüòàòû ñâîèõ ïðåäøå-

ñòâåííèêîâ. Â ÷àñòíîñòè, îí îáîáùèë òåîðåìó Ìóàâðà íà

íåñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé ñõåìû Áåðíóëëè. Ëàïëàñ, ïðè-

ìåíèâ âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû ê òåîðèè îøèáîê íàáëþäå-

íèé, âûñêàçàë ïëîäîòâîðíóþ èäåþ îá îøèáêå íàáëþäå-

íèÿ êàê ñóììàðíîì ý��åêòå áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñè-

ìûõ ýëåìåíòàðíûõ îøèáîê.

Ê ýòîìó æå ïåðèîäó â ðàçâèòèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,

êîãäà öåíòðàëüíîå ìåñòî â èññëåäîâàíèÿõ çàíèìàëè

ïðåäåëüíûå òåîðåìû, îòíîñÿòñÿ ðàáîòû Ïóàññîíà (1781-

1840) è �àóññà (1777-1855). Ñ èìåíåì Ïóàññîíà ñâÿçàíî

ïîíÿòèå ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà è ïðîöåññà Ïóàññîíà.
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�ËÀÂÀ 1. ÒÅÎ�Èß ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ

�àóññó ïðèíàäëåæèò çàñëóãà ñîçäàíèÿ òåîðèè îøèáîê

è, â ÷àñòíîñòè, îáîñíîâàíèå îäíîãî èç åå îñíîâíûõ

ïðèíöèïîâ � ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

4. Ïåòåðáóðãñêèé ïåðèîä. Ñëåäóþùèé ïåðèîä ðàç-

âèòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñâÿçàí ïðåæäå âñåãî ñ

Ïåòåðáóðãñêîé øêîëîé, îñîáåííî òàêèìè åå ÿðêè-

ìè ïðåäñòàâèòåëÿìè êàê Ï.Ë.×åáûøåâ (1821-1894),

À.À.Ìàðêîâ (1856-1922), À.Ì.Ëÿïóíîâ (1857-1918), êî-

òîðûå ñîçäàëè ý��åêòèâíûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà

ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ïðîèçâîëüíî

ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ëÿïóíîâ ñîçäàë

ìîùíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò � òåîðèþ õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêèõ �óíêöèé, Ìàðêîâ ââåë ïîíÿòèå öåïè; òåïåðü

áåç öåïåé Ìàðêîâà è ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ íåâîçìîæíî

ïðåäñòàâèòü ñåáå ðàçâèòèå ñîâðåìåííîé íàóêè.

5. Ñîâðåìåííûé ïåðèîä. Ñîâðåìåííûé ïåðèîä â ðàçâè-

òèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé íà÷èíàåòñÿ ñ óñòàíîâëåíèÿ àê-

ñèîìàòèêè. Ïåðâûå ðàáîòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðèíàä-

ëåæàò Ñ.Í.Áåðíøòåéíó, �.Ìèçåñó è Ý.Áîðåëþ. Â 1933 ã.

âûøëà êíèãà Êîëìîãîðîâà "Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âå-

ðîÿòíîñòåé", â êîòîðîé áûëà ïðåäëîæåíà àêñèîìàòèêà,

ïîëó÷èâøàÿ âñåîáùåå ïðèçíàíèå è êîòîðàÿ èñïîëüçóåò-

ñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Ê äàííîìó ìîìåíòó òåîðèÿ âåðî-

ÿòíîñòåé ñêëàäûâàåòñÿ èç áîëüøîãî ÷èñëà ñàìîñòîÿòåëü-

íûõ íàó÷íûõ äèñöèïëèí. Íà âåðîÿòíîñòíîé áàçå ïîñòðî-

åíû ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà, òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ïðî-

öåññîâ, òåîðèÿ èí�îðìàöèè, à òàêæå òàêèå ïðèêëàäíûå

ðàçäåëû êàê òåîðèÿ íàäåæíîñòè è òåîðèÿ ìàññîâîãî îá-

ñëóæèâàíèÿ, �èíàíñîâàÿ è àêòóàðíàÿ ìàòåìàòèêà.
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� 1. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Ñîáûòèå.

Îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà

� 1. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ.

Ñîáûòèå. Îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà

Â ëþáîé ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíå èìåþòñÿ ïåð-

âè÷íûå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü

÷åðåç äðóãèå. Íàïðèìåð, â ãåîìåòðèè òàêèìè ïîíÿòèÿìè

ÿâëÿþòñÿ òî÷êà, ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü. Íå ÿâëÿåòñÿ èñêëþ-

÷åíèåì è òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

ïåðâè÷íûì ïîíÿòèåì, íå îïðåäåëÿåìûì ÷åðåç äðóãèå, ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîíÿòèå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ

Ω = {ω} � íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç ýëåìåí-

òàðíûõ èñõîäîâ ω. Ýëåìåíòàðíûå èñõîäû ñîîòâåòñòâóþò,

êàê ïðàâèëî, åäèíñòâåííî âîçìîæíûì íåðàçëîæèìûì

ðåçóëüòàòàì íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà, õîòÿ

ýòî è íåîáÿçàòåëüíî. Ñìûñë ââåäåííîãî ïîíÿòèÿ ìîæíî

âûÿñíèòü, ðàññìàòðèâàÿ êîíêðåòíûå ïðèìåðû.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü ýêñïåðèìåíò çàêëþ÷àåòñÿ â ïîäáðà-

ñûâàíèè "ïðàâèëüíîé" ìîíåòû. Â ýòîì ñëó÷àå Ω = {ã,ð }

ñîñòîèò èç äâóõ èñõîäîâ ω1 = ã, ω2 = ð, ñîîòâåòñòâóþùèõ

âûïàäåíèþ "ãåðáà" è "ðåøêè" ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 2. Ïðè ïîäáðàñûâàíèè èãðàëüíîé êîñòè âîç-

ìîæíû øåñòü ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ: ω1 � âûïàäåíèå 1-

ãî î÷êà, ω2 � âûïàäåíèå 2-õ î÷êîâ, è ò.ä., ω6 � âûïàäå-

íèå 6-òè î÷êîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàð-

íûõ èñõîäîâ Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6}. Óäîáíî îáîçíà-

÷àòü èñõîä ωi ïðîñòî i, òîãäà Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, ãäå i
ñîîòâåòñòâóåò âûïàäåíèþ i î÷êîâ.

Â ýòîì ýêñïåðèìåíòå ìîæíî ââåñòè äðóãîå ïðî-

ñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω̃ = {ω1, ω2}, ãäå ω1

ñîîòâåòñòâóåò âûïàäåíèþ ÷åòíîãî ÷èñëà î÷êîâ, ω2 ñî-
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�ËÀÂÀ 1. ÒÅÎ�Èß ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ

îòâåòñòâóåò âûïàäåíèþ íå÷åòíîãî ÷èñëà î÷êîâ. Çäåñü

èñõîäû óæå íå ÿâëÿþòñÿ íåðàçëîæèìûìè, íàïðèìåð,

èñõîä ω1 ðàñêëàäûâàåòñÿ íà èñõîäû 2,4,6 èç ïðîñòðàíñòâà

Ω. Îäíàêî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ óäîáíî ðàññìàòðèâàòü
ïðîñòðàíñòâî Ω, ñîñòîÿùåå èç íåðàçëîæèìûõ èñõîäîâ, à

íå ïðîñòðàíñòâî Ω̃.

Ïðèìåð 3. Ïðè ïîäáðàñûâàíèè äâóõ "ïðàâèëüíûõ"

ìîíåò â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà óäîáíî âçÿòü ïàðó

ω = (i, j), ãäå i =ã, åñëè íà ïåðâîé ìîíåòå âûïàë "ãåðá",

è i =ð, åñëè íà ïåðâîé ìîíåòå âûïàëà "ðåøêà", j =ã, åñëè
íà âòîðîé ìîíåòå âûïàë "ãåðá", è j =ð, åñëè íà âòîðîé

ìîíåòå âûïàëà "ðåøêà". Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñ-

õîäîâ

Ω = {(ã,ã), (ã,ð), (ð,ã), (ð,ð)}

ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâà ïðè-

ìåðà 1 íà ñåáÿ.

Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ìîæ-

íî áûëî áû òàêæå âçÿòü Ω̃ = {2ã, 2ð, ñìåñü}, ãäå 2ã �
âûïàäåíèå äâóõ "ãåðáîâ", 2ð � âûïàäåíèå äâóõ "ðåøåê",

"ñìåñü" � âûïàäåíèå íà îäíîé èç ìîíåò "ãåðáà", à íà

äðóãîé � "ðåøêè". Ôàêòè÷åñêè çäåñü 2ã ñîâïàäàåò ñ (ã,ã)

èç ïðîñòðàíñòâà Ω, 2ð � ñ (ð,ð), à "ñìåñü" ïîëó÷àåòñÿ

ñîåäèíåíèåì èñõîäîâ (ã,ð) è (ð,ã). Îäíàêî ïðîñòðàíñòâî

Ω̃ íèêîãäà íå èñïîëüçóåòñÿ, òàê êàê åãî èñõîäû èìåþò

ðàçëè÷íûå âåðîÿòíîñòè.

Ïðèìåð 4. Ïðè ïîäáðàñûâàíèè äâóõ èãðàëüíûõ

êîñòåé â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà òàêæå óäîá-

íî âçÿòü ïàðó ω = (i, j), ãäå i � ÷èñëî î÷êîâ, âû-

ïàâøèõ íà 1-é êîñòè, j � ÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøèõ
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� 1. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Ñîáûòèå.

Îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà

íà 2-é êîñòè. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ

èñõîäîâ ñîñòîèò èç 36 ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ: Ω =
{(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 1), (2, 2), (2, 3),
(2, 4), (2, 5), (2, 6), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (3, 5), (3, 6), (4, 1),
(4, 2), (4, 3), (4, 4), (4, 5), (4, 6), (5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4), (5, 5),
(5, 6), (6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6)} è ÿâëÿåòñÿ äå-

êàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâà ïðèìåðà 2 íà

ñåáÿ.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü íà îòðåçîê [a, b] "íàóäà÷ó" áðîñà-

åòñÿ òî÷êà. Çà èñõîä òàêîãî ýêñïåðèìåíòà åñòåñòâåííî

âçÿòü êîîðäèíàòó òî÷êè, â êîòîðóþ îíà ïîïàäåò. Òàê êàê

òî÷êà ìîæåò ïîïàñòü â ëþáóþ òî÷êó îòðåçêà [a, b], òî
Ω = {ω : ω ∈ [a, b]} = [a, b].

Ïðèìåð 6. Ïóñòü íà îòðåçîê [a, b] "íàóäà÷ó" áðîñà-

þòñÿ äâå òî÷êè. Çà èñõîä ìîæíî âçÿòü ïàðó ω = (x, y),
ãäå x � êîîðäèíàòà ïåðâîé òî÷êè, y � êîîðäèíàòà âòîðîé

òî÷êè. Ïîýòîìó

Ω = {ω = (x, y) : a ≤ x ≤ b, a ≤ y ≤ b}

ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâà ïðè-

ìåðà 5, ò.å. îòðåçêà [a, b], íà ñåáÿ. Èíûìè ñëîâàìè, Ω �

êâàäðàò â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè 0xy.

Ïðèìåð 7. Ïðè îïðåäåëåíèè âðåìåíè æèçíè ýëåìåí-

òàðíîé ÷àñòèöû ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëóïðÿìóþ Ω = [0, ∞).

Ïðèìåð 8. Ïóñòü ïî ïàñïîðòíûì äàííûì ìàíåâðîâûé

ëîêîìîòèâ ìîæåò áåç êàïèòàëüíîãî ðåìîíòà èñïîëüçî-

âàòüñÿ â òå÷åíèå âðåìåíè T . Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â
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�ËÀÂÀ 1. ÒÅÎ�Èß ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ

íàáëþäåíèè âðåìåíè åãî áåñïåðåáîéíîé ðàáîòû; òîãäà

ýëåìåíòàðíûé èñõîä ω � âðåìÿ áåñïåðåáîéíîé ðàáîòû,

ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω = [0, T ].

Ïðåäïîëîæèì âðåìåííî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ýëåìåí-

òàðíûõ èñõîäîâ êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî. Áóäåì íàçûâàòü

òàêîå ïðîñòðàíñòâî äèñêðåòíûì.

Îïðåäåëåíèå 1.1. (Ñëó÷àéíûì) ñîáûòèåì íàçûâà-

åòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî A ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ

èñõîäîâ. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A íàçûâàþòñÿ ýëå-

ìåíòàðíûìè èñõîäàìè, áëàãîïðèÿòñòâóþùèìè

ïîÿâëåíèþ ñîáûòèÿ A èëè áëàãîïðèÿòñòâóþùèìè

ñîáûòèþ A.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå íåëüçÿ íàçâàòü, ñòðîãî

ãîâîðÿ, ìàòåìàòè÷åñêèì, ïîñêîëüêó îíî èñïîëüçóåò íå

îïðåäåëåííîå ðàíåå ïîíÿòèå "îñóùåñòâëåíèÿ" ýëåìåí-

òàðíîãî èñõîäà. Ýòî îïðåäåëåíèå ñëóæèò ëèøü äëÿ òîãî,

÷òîáû ñâÿçàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ ñ âîçìîæíîñòüþ

ïðèìåíåíèÿ ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Îíî äàåò

âîçìîæíîñòü ïåðåâîäà ñ ÿçûêà òåîðèè íà ÿçûê ïðàêòè-

÷åñêèõ ïðèëîæåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1.2. �îâîðÿò, ÷òî ñîáûòèå A ïðî-

èñõîäèò èëè îñóùåñòâëÿåòñÿ, åñëè â ðåçóëüòàòå

ýêñïåðèìåíòà îñóùåñòâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûé èñõîä, áëà-

ãîïðèÿòñòâóþùèé ñîáûòèþ A.

Ïðèìåð 9. Ïóñòü ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîäáðàñûâà-

íèè èãðàëüíîé êîñòè, ò.å. Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Ñîáûòèþ
A = {1, 3, 5} áëàãîïðèÿòñòâóåò âûïàäåíèå 1, 3 èëè
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� 1. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Ñîáûòèå.

Îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà

5 î÷êîâ, è îíî ïðîèñõîäèò, åñëè íà èãðàëüíîé êîñòè

âûïàäåò 1, 3 èëè 5 î÷êîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñîáûòèå

A çàêëþ÷àåòñÿ â âûïàäåíèè íå÷åòíîãî ÷èñëà î÷êîâ.

Àíàëîãè÷íî, ñîáûòèå B = {2, 4, 6} ñîñòîèò â âûïàäåíèè

÷åòíîãî ÷èñëà î÷êîâ.

Ïðèìåð 10. Ïóñòü â ïðèìåðå 8 âðåìÿ èçìåðÿåòñÿ â

ñóòêàõ è ïóñòü A = [3, 20] (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî T ≥ 20).
Òîãäà ñîáûòèå A çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ëîêîìîòèâ

ïðîðàáîòàåò áåñïåðåáîéíî îò 3-õ äî 20-òè ñóòîê. Åñëè

áû îêàçàëîñü, ÷òî T < 20, òî ñîáûòèå A ñîñòîÿëî áû â

áåñïåðåáîéíîé ðàáîòå îò 3 äî T ñóòîê.

Ñîáûòèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîïèñíûìè ëàòèíñêèìè

áóêâàìè A,B,C,D,H1,H2,H3 è ò.ï.

Âñå ïðîñòðàíñòâî Ω ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ñàìî-

ãî ñåáÿ è, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.1, ÿâëÿåòñÿ ñîáûòè-

åì. Îíî íàçûâàåòñÿ äîñòîâåðíûì ñîáûòèåì. Òàê êàê

åìó áëàãîïðèÿòñòâóåò ëþáîé ýëåìåíòàðíûé èñõîä, êîòî-

ðûì ìîæåò îêîí÷èòüñÿ ýêñïåðèìåíò (ëþáîå ω ∈ Ω), òî Ω
ïðîèñõîäèò âñåãäà (êîíå÷íî, â óñëîâèÿõ, êîãäà ýêñïåðè-

ìåíò îïèñûâàåòñÿ Ω). Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî ýëå-

ìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω âûñòóïàåò â äâóõ êà÷åñòâàõ: â êà-

÷åñòâå ñîáñòâåííî ìíîæåñòâà âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ,

êîòîðûå ìîãóò ïðîèçîéòè â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà, è

â êà÷åñòâå äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ, ò.å. ñîáûòèÿ, êîòîðîå

ïðîèñõîäèò â êàæäîì òàêîì ýêñïåðèìåíòå.

Ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì

Ω, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèåì, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ íåâîç-

ìîæíûì. Êàêèì áû èñõîäîì íè çàêîí÷èëñÿ ýêñïåðè-

ìåíò, òî, ïîñêîëüêó ω 6∈ ∅, íåâîçìîæíîå ñîáûòèå íèêîãäà
íå ïðîèñõîäèò.
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�ËÀÂÀ 1. ÒÅÎ�Èß ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ

Ñîáûòèÿ Ω è ∅ ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíûìè

íåñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè (Ω ïðîèñõîäèò âñåãäà, ∅ íèêî-

ãäà íå ïðîèñõîäèò). Âñå îñòàëüíûå ñîáûòèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëó-

÷àéíûìè, ò.å. ìîãóò êàê ïðîèçîéòè, òàê è íå ïðîèçîéòè â

ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà.

Ââåäåì îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè. Îíè ââîäÿòñÿ êàê

ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè (âåäü ñîáû-

òèå, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.1, ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì

Ω).

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ñóììîé ñîáûòèé A è B íàçû-

âàåòñÿ îáúåäèíåíèå A∪B ìíîæåñòâ A è B (ñîñòîÿùåå èç

ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, ïðèíàäëåæàùèõ õîòÿ áû îäíîìó

èç ìíîæåñòâ A èëè B).

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.2, A ∪ B ïðîèñõîäèò òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîèñõîäèò ω ∈ A∪B, ò.å. ω, ïðèíàä-
ëåæàùåå õîòÿ áû îäíîìó èç ìíîæåñòâ A èëè B. Â ñèëó

îïðåäåëåíèÿ 1.2 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèñõîäèò õîòÿ áû îä-

íî èç ñîáûòèé A èëè B. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà ñîáûòèé

A∪B � ýòî ñîáûòèå, êîòîðîå ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà ïðîèñõîäèò õîòÿ áû îäíî èç ñîáûòèé A
èëè B.

Äîëãîå âðåìÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è òåîðèÿ ìíî-

æåñòâ ðàçâèâàëèñü íåçàâèñèìî. Ïðè ýòîì â òåîðèè

âåðîÿòíîñòåé ïåðâè÷íûì ïîíÿòèåì ÿâëÿëîñü ñîáûòèå,

ïîíÿòèå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ íå ââî-

äèëîñü âîîáùå. À ñóììîé ñîáûòèé A è B íàçûâàëîñü

ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â íàñòóïëåíèè õîòÿ áû îäíîãî èç

ñîáûòèé A èëè B. Îòñóòñòâèå ïîíÿòèÿ ïðîñòðàíñòâà ýëå-
ìåíòàðíûõ èñõîäîâ ïðèâîäèëî ê èçâåñòíûì ïàðàäîêñàì.

Äëÿ ñîçäàíèÿ àêñèîìàòèêè è, â ÷àñòíîñòè, ïðåîäîëåíèÿ
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� 1. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Ñîáûòèå.

Îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà

ýòèõ ïàðàäîêñîâ À.Í. Êîëìîãîðîâûì áûëà ïðåäëîæåíà

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ áàçà, ëåæàùàÿ â îñíîâå ñîâðå-

ìåííîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 1.3 ìîæåò áûòü îáîùåíî íà ïðîèçâîëü-

íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ.

Åñëè I � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ïðîèçâîëüíîé ìîù-

íîñòè, òî ñóììîé ñîáûòèé Aα, α ∈ I, íàçûâàåòñÿ

îáúåäèíåíèå

⋃
α∈I

Aα. Î÷åâèäíî, îíî ïðîèñõîäèò òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîèñõîäèò õîòÿ áû îäíî èç ñîáûòèé

Aα, α ∈ I.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïðîèçâåäåíèåì ñîáûòèé A
è B íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå A ∩ B ìíîæåñòâ A è B
(ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, ïðèíàäëåæàùèõ A
è B).

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.2 ïðîèçâåäåíèå A∩B � ýòî ñî-

áûòèå, ñîñòîÿùåå â îäíîâðåìåííîì ïîÿâëåíèè ñîáûòèé A
è B. Ïðîèçâåäåíèå ñîáûòèé ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ êàê AB
èëè A · B. Òàêèì îáðàçîì,

A ∩ B = A · B = AB.

Ïðîèçâåäåíèåì ñîáûòèé Aα, α ∈ I, íàçûâàåòñÿ

ïåðåñå÷åíèå

⋂
α∈I

Aα ìíîæåñòâ Aα. Î÷åâèäíî,

⋂
α∈I

Aα

ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíîâðåìåííî

ïðîèñõîäÿò âñå ñîáûòèÿ Aα.
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�ËÀÂÀ 1. ÒÅÎ�Èß ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ

Îïðåäåëåíèå 1.5. �àçíîñòüþ ñîáûòèé A è B
íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü A \ B ìíîæåñòâ A è B (ìíîæåñòâî

ω, ïðèíàäëåæàùèõ A, íî íå ïðèíàäëåæàùèõ B).

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.2 A \ B ïðîèñõîäèò òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà A ïðîèñõîäèò, à B íå ïðîèñõîäèò.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Åñëè A ⊂ B (A ÿâëÿåòñÿ ïîä-

ìíîæåñòâîì B), òî ãîâîðÿò, ÷òî ñîáûòèå A âëå÷åò

ñîáûòèå B èëè ÷òî B ñëåäóåò èç A.

Ïóñòü ïðîèçîøëî ñîáûòèå A. Ïî îïðåäåëåíèþ 1.2 ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî îñóùåñòâèëñÿ ω ∈ A. Òàê êàê A ⊂ B, òî ýòî
ω ∈ B. Çíà÷èò îñóùåñòâèëñÿ ýëåìåíòàðíûé èñõîä ω ∈ B,
ò.å. ïðîèçîøëî B. Èòàê, âñÿêèé ðàç, êîãäà ïðîèñõîäèò

ñîáûòèå A, ïðîèñõîäèò òàêæå è ñîáûòèå B. Îáðàòíî,
ïóñòü ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ. Êàêèì áû

ýëåìåíòàðíûì èñõîäîì ω íè çàêîí÷èëîñü ñîáûòèå A, òî
â ñèëó òîãî, ÷òî A ⊂ B, ýòî ω ∈ B. Èòàê, îñóùåñòâèëîñü
ω ∈ B, ò.å. ïðîèçîøëî ñîáûòèå B. Òàêèì îáðàçîì, A ⊂ B
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé ðàç ïðè ïîÿâëåíèè

A ïðîèñõîäèò òàêæå è ñîáûòèå B.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ

íåñîâìåñòèìûìè èëè íåñîâìåñòíûìè, åñëè ìíîæå-

ñòâà A è B íå ïåðåñåêàþòñÿ, ò.å. AB = ∅.

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì 1.2, ïåðåâåäåì ýòî îïðåäåëå-

íèå íà òðàäèöèîííûé âåðîÿòíîñòíûé ÿçûê. Ñîáûòèå AB
çàêëþ÷àåòñÿ â îäíîâðåìåííîì îñóùåñòâëåíèè ñîáûòèé A
è B è îíî ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì. Ïîýòîìó A è B íåñîâ-

ìåñòèìû, åñëè è òîëüêî åñëè îíè íå ìîãóò ïðîèçîéòè
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� 1. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Ñîáûòèå.

Îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà

îäíîâðåìåííî.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ñîáûòèå Ā = Ω \ A, ÿâëÿþùååñÿ
äîïîëíåíèåì ê ìíîæåñòâó A â ïðîñòðàíñòâå Ω, íàçûâà-
åòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ê ñîáûòèþ A.

Ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ 1.2 ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ (îáÿ-

çàòåëüíî ïðîâåðüòå), ÷òî Ā ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà A íå ïðîèñõîäèò.

Ïðèìåì ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå. Åñëè A è B íåñîâìå-

ñòèìû, òî ñóììó ýòèõ ñîáûòèé áóäåì îáîçíà÷àòü A + B.
Òî÷íî òàê æå, åñëè ñîáûòèÿ ñåìåéñòâà {Aα, α ∈ I}
ïîïàðíî íåñîâìåñòèìû, òî ñóììó ñîáûòèé

⋃
α∈I

Aα áóäåì

îáîçíà÷àòü

∑
α∈I

Aα. Â òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé èíòåð-

ïðåòàöèè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çíàêîì "ïëþñ" èëè "

∑
"

îáîçíà÷àåòñÿ îáúåäèíåíèå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ

ìíîæåñòâ. Åñëè A ⊂ B, òî ðàçíîñòü B \ A áóäåì îáî-

çíà÷àòü B − A (âûðàæàÿñü �èãóðàëüíî, çíàê "ìèíóñ"

ïðèìåíÿåòñÿ, êîãäà èç ñîáûòèÿ B âû÷èòàåòñÿ "ìåíüøåå"

ñîáûòèå A).

Îïðåäåëåíèå 1.9. �îâîðÿò, ÷òî êîíå÷íûé (ñ÷åò-

íûé) íàáîð ñîáûòèé H1,H2, . . . ,Hn (H1,H2, . . . ) îáðàçó-
åò ïîëíóþ ãðóïïó, åñëè

H1 + H2 + . . . + Hn = Ω (
∞∑

k=1

Hk = Ω).

Â òåîðèè ìíîæåñòâ ìû áû âûðàçèëè ýòîò �àêò òàê: ñî-

áûòèÿ îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó, åñëè îíè îáðàçóþò ðàç-

áèåíèå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ íà íåïåðå-
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ñåêàþùèåñÿ ÷àñòè. �îâîðÿ, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå 1.2,

âåðîÿòíîñòíûì ÿçûêîì, óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ñîáûòèÿ îá-

ðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó, åñëè õîòÿ áû îäíî èç íèõ îáÿ-

çàòåëüíî ïðîèñõîäèò, íî íèêàêèå äâà èç íèõ íå ìîãóò

ïðîèçîéòè â ðåçóëüòàòå ðàññìàòðèâàåìîãî ýêñïåðèìåíòà.

Òàê êàê Hi � îäèí èç âîçìîæíûõ ïðîòèâîðå÷àùèõ äðóã

äðóãó âàðèàíòîâ, êîòîðûìè ìîæåò çàêîí÷èòüñÿ ñëó÷àé-

íûé ýêñïåðèìåíò, òî ñîáûòèÿ, îáðàçóþùèå ïîëíóþ ãðóï-

ïó, ÷àñòî íàçûâàþò ãèïîòåçàìè.

Çàìåòèì, ÷òî ñîáûòèÿ A è Ā, ïðîòèâîïîëîæíûå äðóã
ê äðóãó, îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó èç äâóõ ãèïîòåç.

Ïðèìåð 11. �àññìîòðèì Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, ñîîò-

âåòñòâóþùåå ïîäáðàñûâàíèþ "ïðàâèëüíîé" èãðàëüíîé

êîñòè, è ïóñòü A = {1, 3, 5}, B = {2, 4}, H1 = {1, 2}, H2 =
{3, 4}, H3 = {5, 6}. Ïðîòèâîïîëîæíûì ê ñîáûòèþ A, ñî-
ñòîÿùåìó â âûïàäåíèè íå÷åòíîãî ÷èñëà î÷êîâ, ÿâëÿåòñÿ

âûïàäåíèå ÷åòíîãî ÷èñëà î÷êîâ Ā = {2, 4, 6}. Ñîáûòèÿ
H1, H2, H3 îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó. Ñîáûòèÿ B è H3

ÿâëÿþòñÿ íåñîâìåñòèìûìè. Êðîìå òîãî BH1 = {2}
ñîñòîèò â âûïàäåíèè äâóõ î÷êîâ, à Ā − B = {6} ñîñòîèò

â âûïàäåíèè øåñòè î÷êîâ.

Ïîñêîëüêó ñîáûòèÿ � ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà

ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, à îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè � ñî-

îòâåòñòâóþùèå îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè, òî äëÿ îïå-

ðàöèé íàä ñîáûòèÿìè ñîõðàíÿþòñÿ âñå èçâåñòíûå òîæäå-

ñòâà èç òåîðèè ìíîæåñòâ. Íàïðèìåð, äëÿ ñîáûòèé ñïðà-

âåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ äâîéñòâåííîñòè (�îðìóëû

äå Ìîðãàíà):

AB = Ā ∪ B̄, A ∪ B = ĀB̄;
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� 1. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Ñîáûòèå.

Îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà

⋃

α∈I

Aα =
⋂

α∈I

Āα,
⋂

α∈I

Aα =
⋃

α∈I

Āα.

Êàê íàìè óïîìèíàëîñü, âåðîÿòíîñòü � èäåàëèçèðî-

âàííàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà, ò.å. òî ÷èñëî, âîêðóã êî-

òîðîãî ñòàáèëèçèðóåòñÿ îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ïðè áîëü-

øîì ÷èñëå ýêñïåðèìåíòîâ. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå àêñèîì âå-

ðîÿòíîñòè À.Í. Êîëìîãîðîâ ïðåäëîæèë âçÿòü �óíäàìåí-

òàëüíûå ñâîéñòâà, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò îòíîñèòåëüíàÿ

÷àñòîòà. Âîò îíè:

I. Îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ ñëó÷àéíîãî ñîáû-

òèÿ íåîòðèöàòåëüíà:

PN (A) ≥ 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îòíîñè-

òåëüíîé ÷àñòîòû (Â1), òàê êàê N > 0, à N(A) ≥ 0 äëÿ

ëþáîãî ñîáûòèÿ A.
II. Îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ äîñòîâåðíîãî ñî-

áûòèÿ Ω ðàâíà åäèíèöå:

PN (Ω) = 1.

Â ñàìîì äåëå, òàê êàê Ω ïðîèñõîäèò â êàæäîì ýêñ-

ïåðèìåíòå, òî N(Ω) = N , è ïî �îðìóëå (Â1) PN (Ω) =
N(Ω)/N = N/N = 1.

III. Åñëè ñîáûòèÿ A è B íåñîâìåñòèìû, òî îòíîñèòåëü-

íàÿ ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ èõ ñóììû ðàâíà ñóììå ÷àñòîò ïî-

ÿâëåíèÿ ýòèõ ñîáûòèé:

PN (A + B) = PN (A) + PN (B).

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê A è B íå ìîãóò ïðîèçîéòè â

îäíîì ýêñïåðèìåíòå îäíîâðåìåííî, òî ÷èñëî ýêñïåðèìåí-

òîâ, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò õîòü îäíî èç íèõ, ñêëàäûâàåò-

ñÿ èç ÷èñëà ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò êàæäîå
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èç íèõ:

N(A + B) = N(A) + N(B).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî �îðìóëå (Â1),

PN (A + B) = N(A + B)/N = N(A)/N + N(B)/N =

= PN (A) + PN (B).

Ñâîéñòâà I - III ÿâëÿþòñÿ �óíäàìåíòàëüíûìè â òîì

ñìûñëå, ÷òî ëþáûå äðóãèå ìûñëèìûå ñâîéñòâà îòíîñè-

òåëüíîé ÷àñòîòû ìîãóò áûòü äîêàçàíû, èñõîäÿ èç ñâîéñòâ

I - III. Íàïðèìåð, îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà îáëàäàåò ñëåäó-

þùèì ñâîéñòâîì: åñëè A ⊂ B, òî PN (A) ≤ PN (B). Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè âñÿêèé ðàç, êîãäà ïðîèñõîäèò A, ïðî-
èñõîäèò òàêæå è B, òî, î÷åâèäíî, N(A) ≤ N(B), îòêó-
äà, â ñèëó (Â1), PN (A) ≤ PN (B). Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò

èç ñâîéñòâ I, III, òàê êàê èç A ⊂ B ñëåäóåò, ÷òî B =
A+(B−A), à, ïî ñâîéñòâó III, PN (B) = PN (A)+PN (B−A).
Â ñèëó ñâîéñòâà I âòîðîå ñëàãàåìîå â ïîñëåäíåé ñóììå ÿâ-

ëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì, ñëåäîâàòåëüíî PN (B) ≥ PN (A).

À.Í. Êîëìîãîðîâ ïðåäëîæèë àêñèîìû äëÿ âåðîÿòíî-

ñòè, êîòîðûå ïîâòîðÿþò �óíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà I - III

îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû. Ïðè ýòîì îí ïîòðåáîâàë âìåñòî

ñâîéñòâà III âûïîëíåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè áîëåå ñèëüíîãî

ñâîéñòâà ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè:

IV. P (
∞∑

n=1

An) =
∞∑

n=1

P (An).

Õîòÿ â òàêîì âèäå àêñèîìà íå âûòåêàåò èç ñâîéñòâ îò-

íîñèòåëüíîé ÷àñòîòû, îíà íåîáõîäèìà äëÿ ïðèâëå÷åíèÿ

àïïàðàòà ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè (â ÷àñòíîñòè, òåîðèè

ìåðû). Áåç ýòîé àêñèîìû ïðîïàëî áû áîãàòñòâî òåîðèè
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ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ...

âåðîÿòíîñòåé è íåâîçìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü íåòðèâè-

àëüíûå ðåçóëüòàòû. À ïðèåìëåìîñòü ýòîé àêñèîìû ïîä-

òâåðæäàåòñÿ òåì, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ åå èñ-

ïîëüçîâàíèåì, íè ðàçó íå ïðèâîäèëè ê ïðîòèâîðå÷èÿì ñ

ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòîâ.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å ìû ïîñòðîèì âåðîÿòíîñòíóþ

ìîäåëü íàèáîëåå ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, êî-

òîðûå îïèñûâàþòñÿ äèñêðåòíûì ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåí-

òàðíûõ èñõîäîâ. Àêñèîìàòè÷åñêîå ââåäåíèå âåðîÿòíîñòè

äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ïðîèç-

âîëüíîé ìîùíîñòè îòëîæèì íà áîëåå ïîçäíåå âðåìÿ.

� 2. Âåðîÿòíîñòü â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå

ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Êëàññè÷åñêîå

îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè

Íàïîìíèì, ÷òî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ïðîñòðàíñòâî ýëå-

ìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω ìû íàçâàëè äèñêðåòíûì è ÷òî

èìåííî äëÿ ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà, ñâÿçàííîãî ñ òà-

êèì ïðîñòðàíñòâîì, áûëè ââåäåíû ñîáûòèÿ è îïåðàöèè

íàä íèìè. Â ýòîì è ñëåäóþùåì ïàðàãðà�àõ âñå ðàññìà-

òðèâàåìûå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ïðåäïî-

ëàãàþòñÿ äèñêðåòíûìè.

Ìíîæåñòâî {ω}, ñîñòîÿùåå èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåí-

òàðíîãî èñõîäà ω, ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèåì è äîëæíî èìåòü

íåêîòîðóþ âåðîÿòíîñòü P ({ω}), êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì

p(ω) è íàçîâåì âåðîÿòíîñòüþ ýëåìåíòàðíîãî èñõî-

äà ω. Òàê êàê îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà îáëàäàåò ñâîéñòâîì
I, ìû äîëæíû ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ýòà âåðîÿòíîñòü áûëà

íåîòðèöàòåëüíîé. Â ñèëó ñâîéñòâà II îòíîñèòåëüíîé ÷à-

ñòîòû ìû äîëæíû ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü äîñòî-

âåðíîãî ñîáûòèÿ ðàâíÿëàñü åäèíèöå. Òàê êàê Ω =
∑

ω∈Ω
{ω},
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òî ïî ñâîéñòâó III (åñëè ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íî) èëè óñè-

ëåííîìó ñâîéñòâó ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè IV (åñëè ïðî-

ñòðàíñòâî ñ÷åòíî)

1 = P (Ω) =
∑

ω∈Ω

P ({ω}) =
∑

ω∈Ω

p(ω).

Òàê êàê ëþáîå ñîáûòèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

êîíå÷íîé èëè ñ÷åòíîé ñóììû îäíîòî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ, èç

êîòîðûõ îíî ñîñòîèò, ò.å. A =
∑

ω∈A
{ω}, òî ïî ñâîéñòâó III

èëè IV

P (A) =
∑

ω∈A

p(ω).

Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ñïîñîáó ââåäå-

íèÿ âåðîÿòíîñòè â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàð-

íûõ èñõîäîâ.

Êîíñòðóêòèâíî-àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå

âåðîÿòíîñòè.

Êàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó èñõîäó ω ñòàâèòñÿ â ñîîòâåò-

ñòâèå ÷èñëî p(ω) ≥ 0, íàçûâàåìîå âåðîÿòíîñòüþ ýëå-

ìåíòàðíîãî èñõîäà ω òàê, ÷òî ïðè ýòîì

∑
ω∈Ω

p(ω) = 1.

Âåðîÿòíîñòüþ ïðîèçâîëüíîãî ñîáûòèÿ A íàçûâàåò-

ñÿ ñóììà âåðîÿòíîñòåé ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, êîòîðûå

áëàãîïðèÿòñòâóþò ñîáûòèþ A:

P (A) =
∑

ω∈A

p(ω). (2.1)
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� 2. Âåðîÿòíîñòü â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå

ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ...

Ïóñòü F � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäìíîæåñòâ Ω, ò.å.
âñåõ âîçìîæíûõ ñîáûòèé. Òðîéêà (Ω, F , P ), ãäå P
� âåðîÿòíîñòü, ââåäåííàÿ ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêòèâíî-

àêñèîìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ, íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñò-

íûì ïðîñòðàíñòâîì èëè âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëüþ

ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà.

Èòàê, êîíñòðóêòèâíî-àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå

ïî �îðìóëå (2.1) ñòàâèò êàæäîìó ñîáûòèþ A, ò.å. êàæ-
äîìó A ∈ F , â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî P (A)
� âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ. Ïðè ýòîì

I. P (A) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A.

II. P (Ω) = 1.

III. Åñëè ñîáûòèÿ A1, A2, . . . ïîïàðíî íåñîâìåñòèìû,
òî

P (

∞∑

n=1

An) =

∞∑

n=1

P (An).

Â ñàìîì äåëå, I ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî p(ω) ≥ 0 è (2.1),

II ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

∑
ω∈Ω

p(ω) = 1 è (2.1). Íàêîíåö, III

ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

P (

∞∑

n=1

An) =
∑

ω∈
∞∑

n=1
An

p(ω) =
∑

ω∈A1

p(ω) +
∑

ω∈A2

p(ω) + . . . =

= P (A1) + P (A2) + . . . .

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî äëÿ ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ

ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè ìîæíî êàê óãîäíî ãðóïïè-

ðîâàòü ÷ëåíû ðÿäà â áëîêè, ñîñòîÿùèå èç êîíå÷íîãî èëè

ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ.

Îáðàòíî, ïóñòü êàæäîìó ñîáûòèþ A ïîñòàâëåíî â ñî-

îòâåòñòâèå ÷èñëî P (A), ò.å. çàäàíà �óíêöèÿ P : F −→ R,
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�ËÀÂÀ 1. ÒÅÎ�Èß ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì I � III (àêñèîìàòè÷åñêîå

îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè). Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, è êàæäîìó

îäíîòî÷å÷íîìó ñîáûòèþ {ω} ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå

÷èñëî P ({ω}), êîòîðîå ìû ïåðåîáîçíà÷àåì êàê p(ω), ïðè-
÷åì â ñèëó àêñèîìû I p(ω) ≥ 0. Òàê êàê Ω =

∑
ω∈Ω

{ω}, òî
ïî àêñèîìàì II è III 1 = P (Ω) =

∑
ω∈Ω

P ({ω}) =
∑

ω∈Ω

p(ω).

Ïðè ýòîì äëÿ ñîáûòèÿ A =
∑

ω∈A
{ω} â ñèëó àêñèîìû III

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî (2.1).

Èòàê, â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà ýëåìåí-

òàðíûõ èñõîäîâ êîíñòðóêòèâíî-àêñèîìàòè÷åñêîå è àê-

ñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ýêâèâàëåíò-

íû.

�àññìîòðèì ñëåäóþùèé ÷àñòíûé ñëó÷àé. Ïóñòü

1) ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω =
{ω1, ω2, . . . , ωn} êîíå÷íî;

2) ýëåìåíòàðíûå èñõîäû ðàâíîâîçìîæíû (ðàâíîâåðî-

ÿòíû), ò.å. p(ω1) = p(ω2) = . . . = p(ωn).

Ïîñêîëüêó

∑
ωi∈Ω

p(ωi) = p(ω1)+ p(ω2) + . . . + p(ωn) = 1,

à ñëàãàåìûå â ñóììå îäèíàêîâû, òî p(ωi) = 1/n. Åñ-
ëè ñîáûòèþ A áëàãîïðèÿòñòâóåò k ýëåìåíòàðíûõ èñõî-

äîâ, ò.å. A = {ωi1 , ωi2, . . . , ωik}, òî ïî êîíñòðóêòèâíî-

àêñèîìàòè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ (2.1)

P (A) = p(ωi1)+p(ωi2)+ . . .+p(ωik) =
1

n
+

1

n
+ . . .+

1

n
=

k

n
.

Èòàê, êîíñòðóêòèâíî-àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ïðå-

âðàùàåòñÿ äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ â òàê íàçûâàåìîå

Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè. Åñëè

ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ êîíå÷íî, à âñå èñõî-
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� 2. Âåðîÿòíîñòü â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå

ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ...

äû ðàâíîâîçìîæíû, òî âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A íà-

çûâàåòñÿ îòíîøåíèå ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, áëàãî-

ïðèÿòñòâóþùèõ ïîÿâëåíèþ ñîáûòèÿ A, ê ÷èñëó âñåõ âîç-
ìîæíûõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ:

P (A) =
k

n
.

Ïðèìåð 1. Ïðè ïîäáðàñûâàíèè "ïðàâèëü-

íîé" èãðàëüíîé êîñòè Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Ïóñòü

A = {1, 3, 5}, Ā = {2, 4, 6} � ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùèå ñîîòâåò-

ñòâåííî â âûïàäåíèè íå÷åòíîãî è ÷åòíîãî ÷èñëà î÷êîâ.

Êàæäîìó èç íèõ áëàãîïðèÿòñòâóåò 3 ýëåìåíòàðíûõ èñ-

õîäà. Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòè

P (A) = P (Ā) = 3/6 = 1/2.

Ïðèìåð 2. Ïðè ïîäáðàñûâàíèè äâóõ "ïðàâèëü-

íûõ" èãðàëüíûõ êîñòåé âñåãî èìååòñÿ 36 ýëåìåíòàð-

íûõ èñõîäîâ (ñì. ïðèìåð 4 ïàðàãðà�à 1), èç êîòî-

ðûõ 6 èñõîäîâ áëàãîïðèÿòñòâóåò ïîÿâëåíèþ ñîáûòèÿ

A = {(1, 6), (6, 1), (2, 5), (5, 2), (3, 4), (4, 3)}, ñîñòîÿùåãî

â òîì, ÷òî ñóììà âûïàâøèõ íà êîñòÿõ î÷êîâ ðàâíà 7.

Ïîýòîìó P (A) = 6/36 = 1/6.

Ïðèìåð 3. Ïîäáðàñûâàåòñÿ "ïðàâèëüíàÿ" ìîíåòà äî

òåõ ïîð, ïîêà âïåðâûå íå âûïàäåò ãåðá. Âîçìîæíûå èñõî-

äû äàííîãî ýêñïåðèìåíòà òàêîâû: ω1 =(ã) � ãåðá âûïà-

äàåò ïðè ïåðâîì ïîäáðàñûâàíèè è ýêñïåðèìåíò ïðåêðà-

ùàåòñÿ, ω2 =(ð,ã) � ïðè ïåðâîì ïîäáðàñûâàíèè âûïàäà-

åò ðåøêà, à ïðè âòîðîì ïîäáðàñûâàíèè âûïàäàåò ãåðá,

è ýêñïåðèìåíò ïðåêðàùàåòñÿ, ω3 =(ð,ð,ã) � ïðè ïåðâûõ

äâóõ ïîäáðàñûâàíèÿõ âûïàäàåò ðåøêà, à ïðè òðåòüåì
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�ËÀÂÀ 1. ÒÅÎ�Èß ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ

ïîäáðàñûâàíèè âûïàäàåò ãåðá, è ýêñïåðèìåíò ïðåêðàùà-

åòñÿ è ò.ä. Ýëåìåíòàðíûé èñõîä, k-é ïî ñ÷åòó, èìååò âèä

ωk =(ð,ð,...,ð,ã) � ïðè ïåðâûõ k−1 ïîäáðàñûâàíèÿõ âûïà-
äàåò ðåøêà, à ïðè k-ì ïîäáðàñûâàíèè âûïàäàåò ãåðá, ïî-

ñëå ÷åãî ýêñïåðèìåíò ïðåêðàùàåòñÿ. Òåîðåòè÷åñêè ìîæ-

íî äîïóñòèòü åùå îäèí èñõîä ω∞ =(ð,ð,...,ð,...) � ãåðá

íèêîãäà íå âûïàäåò è ýêñïåðèìåíò áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ

áåñêîíå÷íî. Íà èíòóèòèâíîì óðîâíå òàêîé èñõîä âðÿä ëè

âîçìîæåí è ïîòîìó äîëæåí èìåòü íóëåâóþ âåðîÿòíîñòü.

Êàêèì æå îáðàçîì îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòè ýëå-

ìåíòàðíûõ èñõîäîâ äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà Ω =
{ω1, ω2, . . . , ω∞}? Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè èñõî-

äà ω1 ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò, ñîñòîÿùèé â

îäíîêðàòíîì ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû, â êîòîðîì âåðîÿò-

íîñòü âûïàäåíèÿ ãåðáà ðàâíà 1/2. Ïîëîæèì p(ω1) = 1/2.
Àíàëîãè÷íî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ωk ðàññìî-

òðèì ñëó÷àéíûé ýêñïåðèìåíò, ñîñòîÿùèé â ïîäáðàñûâà-

íèè ìîíåòû k ðàç. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ

òàêîãî ýêñïåðèìåíòà ñîñòîèò èç èñõîäîâ (i1, i2, . . . , ik), ãäå
êàæäîå il ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà âîçìîæíûõ çíà-

÷åíèÿ ã èëè ð, ò.å. ñîñòîèò èç 2k
ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ.

Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå èñõîäó ωk áëàãîïðèÿòñòâóåò åäèí-

ñòâåííûé èñõîä, ïîýòîìó åãî âåðîÿòíîñòü ðàâíà 1/2k =
2−k

. Ïîëîæèì p(ωk) = 2−k
. Èòàê, äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåðî-

ÿòíîñòåé èñõîäîâ âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî ïîäáðàñûâàíèþ ìîíåòû äî ïåðâîãî âûïàäå-

íèÿ ãåðáà, íàì ïðèøëîñü íàõîäèòü ýòè âåðîÿòíîñòè â ñî-

âåðøåííî äðóãèõ âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ k-êðàòíîìó ïîäáðàñûâàíèþ ìîíåòû ïðè ðàç-

ëè÷íûõ k. Ïîêà íå áóäåì îïðåäåëÿòü âåðîÿòíîñòü èñõîäà

ω∞. Ñîãëàñíî êîíñòðóêòèâíî-àêñèîìàòè÷åñêîìó îïðåäå-

ëåíèþ âåðîÿòíîñòè ñóììà âåðîÿòíîñòåé âñåõ èñõîäîâ ïðî-

28



� 3. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè

ñòðàíñòâà äîëæíà ðàâíÿòüñÿ 1, ò.å.

p(ω∞)+

∞∑

k=1

p(ωk) = p(ω∞)+

∞∑

k=1

2−k = p(ω∞)+
1/2

1 − 1/2
= 1,

îòêóäà p(ω∞) = 0. Ýòî âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ íàøèìè èí-

òóèòèâíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè, î êîòîðûõ ãîâîðèëîñü âû-

øå.

Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A = {ω1, ω3, ω5, . . . }, ñîñòîÿùå-
ãî â òîì, ÷òî ýêñïåðèìåíò çàêîí÷èòñÿ íà íå÷åòíîì øàãå,

ðàâíà

P (A) = p(ω1)+p(ω3)+p(ω5)+. . . = 1/2+1/23+1/25+. . . =

=
1/2

1 − 1/4
= 2/3.

Ïðèìåð 4. Â ïàðòèè èç N äåòàëåé èìååòñÿ M ñòàí-

äàðòíûõ. Íàóäà÷ó îòîáðàíî n äåòàëåé. Êàêîâà âåðîÿò-

íîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ ðîâíî m ñòàíäàðòíûõ

äåòàëåé?

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðåæäå âñåãî íà-

äî íàéòè ÷èñëî âñåõ âîçìîæíûõ èñõîäîâ ýêñïåðèìåíòà,

ò.å. ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáîðà n äåòàëåé èç N äåòàëåé. �å-

øèòü òàêóþ çàäà÷ó áåç çíàíèÿ ýëåìåíòîâ êîìáèíàòîðèêè

î÷åíü òðóäíî. Ïîýòîìó ìû îñòàâèì ýòîò ïðèìåð íà áóäó-

ùåå. Äëÿ òåõ, êòî çíàêîì ñ êîìáèíàòîðèêîé, ñêàæåì, ÷òî

èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

P (A) =
Cm

M Cn−m
N−M

Cn
N

,

ãäå Cn
N � ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç N ýëåìåíòîâ ïî n ýëåìåíòîâ.
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�ËÀÂÀ 1. ÒÅÎ�Èß ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ

� 3. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè

Íà÷íåì èçëîæåíèå ñ äâóõ âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé

� ëåìì 3.1 è 3.2, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò òàê íàçûâàåìîå

îñíîâíîå ïðàâèëî êîìáèíàòîðèêè.

Ëåììà 3.1. Èç m ýëåìåíòîâ ïåðâîé ãðóï-

ïû a1, a2, . . . , am è n ýëåìåíòîâ âòîðîé ãðóïïû

b1, b2, . . . , bn ìîæíî ñîñòàâèòü ðîâíî mn ðàçëè÷íûõ

óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (ai, bj), ñîäåðæàùèõ ïî îäíîìó

ýëåìåíòó èç êàæäîé ãðóïïû.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûïèøåì âñå âîçìîæíûå ïàðû,

ïðè÷åì â ïåðâîé ñòðîêå óêàæåì âñå ïàðû, ñîäåðæàùèå

a1, âî âòîðîé ñòðîêå � âñå ïàðû, ñîäåðæàùèå a2, è ò.ä.

Ïîëó÷èì òàáëèöó

(a1, b1), (a1, b2), (a1, b3), . . . , (a1, bn),

(a2, b1), (a2, b2), (a2, b3), . . . , (a2, bn),

(a3, b1), (a3, b2), (a3, b3), . . . , (a3, bn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(am, b1), (am, b2), (am, b3), . . . , (am, bn).

Ïîñêîëüêó â íåé m ñòðîê è n ñòîëáöîâ, òî âñåãî â íåé mn
ïàð. Çíà÷èò, ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ ïàð ðàâíî mn. �

Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì äâå ãðóïïû ýëåìåíòîâ: ♠ �

ïèêè, ♣ � òðå�û, ♦ � áóáíû, ♥ � ÷åðâè è 6, 7, 8, 9,

10, âàëåò, äàìà, êîðîëü, òóç. Ïî ëåììå 3.1 ÷èñëî ïàð

áóäåò ðàâíî 4·9=36. Ýòî êàê ðàç � ÷èñëî êàðò â êîëîäå

(êàæäàÿ êàðòà îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé ýëåìåíòîâ (ìàñòü,
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� 3. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè

çíà÷åíèå)).

Ïðèìåð 2. Ïîäáðàñûâàþòñÿ äâå èãðàëüíûå êîñòè.

Ýëåìåíòàðíûé èñõîä îïðåäåëÿåì êàê ïàðó ω = (i, j), ãäå
i � ÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøèõ íà ïåðâîé êîñòè, j � ÷èñëî

î÷êîâ, âûïàâøèõ íà âòîðîé êîñòè. Òîãäà i âûáèðàåòñÿ èç
ãðóïïû 1, 2, 3, 4, 5, 6, j âûáèðàåòñÿ èç ýòîé æå ãðóïïû.

Ïî ëåììå 3.1 ÷èñëî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ (ò.å.

âñåâîçìîæíûõ ïàð (i, j)) áóäåò ðàâíî 6 · 6 = 62 = 36.

Ëåììà 3.2. Èç n1 ýëåìåíòîâ ïåðâîé ãðóï-

ïû a1, a2, . . . , an1, n2 ýëåìåíòîâ âòîðîé ãðóïïû

b1, b2, . . . , bn2 , è ò.ä., íàêîíåö, nk ýëåìåíòîâ k-
é ãðóïïû x1, x2, . . . , xnk

ìîæíî ñîñòàâèòü ðîâíî

n1 ·n2 · . . . · nk ðàçëè÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ êîìáèíàöèé âè-

äà (aj1, bj2, . . . , xjk
), ñîäåðæàùèõ ïî îäíîìó ýëåìåíòó

èç êàæäîé ãðóïïû.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ñ ïî-

ìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî ÷èñëó ãðóïï k. Ïðè
k = 2 ëåììà 3.2 ñïðàâåäëèâà, òàê êàê ïðåâðàùàåòñÿ â

ëåììó 3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåììà 3.2 ñïðàâåäëèâà äëÿ

k ãðóïï, �èãóðèðóþùèõ â åå óñëîâèè. Äîáàâèì ê íèì

åùå îäíó (k +1)-þ ãðóïïó y1, y2, . . . , ynk+1
. Êîìáèíàöèþ

(aj1 , bj2, . . . , xjk
, yjk+1

) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðó,

ñîñòîÿùóþ èç ñëîæíîãî ýëåìåíòà (aj1, bj2, . . . , xjk
) è

ïðîñòîãî ýëåìåíòà yjk+1
. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

÷èñëî ñëîæíûõ ýëåìåíòîâ ðàâíî n1 · n2 · . . . · nk, ÷èñëî

ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ ðàâíî nk+1. Ïî ëåììå 3.1 ÷èñëî òàêèõ

ïàð, à, çíà÷èò, è ÷èñëî êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ èç k + 1
ãðóïï ðàâíî (n1 ·n2 · . . . ·nk) · nk+1 = n1 ·n2 · . . . · nk ·nk+1.

Èòàê, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ëåììà 3.2 âåðíà äëÿ k ãðóïï, ìû

31



�ËÀÂÀ 1. ÒÅÎ�Èß ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ

äîêàçàëè, ÷òî îíà âåðíà è äëÿ k + 1 ãðóïï. Íà îñíîâàíèè
ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ýòî çàâåðøàåò

äîêàçàòåëüñòâî. �

Ïðèìåð 3. Ïîäáðàñûâàþòñÿ "íàóäà÷ó" òðè èãðàëü-

íûå êîñòè; ýëåìåíòàðíûé èñõîä ω = (i, j, k), ãäå i �

÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ íà 1-é, j � ÷èñëî âûïàâøèõ

î÷êîâ íà 2-é, k � ÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ íà 3-é êîñòè.

Ïî ëåììå 3.2 ÷èñëî òàêèõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ðàâíî

6 · 6 · 6 = 63 = 216.

Ïðèìåð 4. Èç ïóíêòà A â ïóíêò B ïðîõîäèò 15 äîðîã,

èç ïóíêòà B â ïóíêò C � 4 äîðîãè, èç ïóíêòà C â ïóíêò

D ïðîõîäèò 5 äîðîã. Ïðè ýòîì âñå äîðîãè, âåäóùèå èç A â

D, ïðîõîäÿò ñíà÷àëà ÷åðåç B, à çàòåì ÷åðåç C. Ïî ëåììå
3.2 èç ïóíêòà A â ïóíêò D ïðîõîäèò 15 · 4 · 5 = 300 äîðîã.

Îòìåòèì, ÷òî íà ÿçûêå òåîðèè ìíîæåñòâ ëåììó 3.2

ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ëåììà 3.2′. Åñëè A1, A2, . . . , Ak � êîíå÷íûå ìíî-

æåñòâà ñ ìîùíîñòÿìè n1, n2, . . . , nk ñîîòâåòñòâåííî,

òî ìîùíîñòü äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ A1×A2×. . .×Ak

ðàâíà n1 · n2 · . . . · nk.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

{a1, a2, . . . , an}, èç êîòîðîãî âûáèðàåòñÿ k ýëåìåíòîâ,

êîòîðûå ìû çàïèøåì â ïîðÿäêå èõ ïîÿâëåíèÿ êàê

(aj1 , aj2, . . . , ajk
) è íàçîâåì âûáîðêîé îáúåìà k èç n

ýëåìåíòîâ. Ïî ñïîñîáó âûáîðà ýëåìåíòîâ âûáîðêè äå-

ëÿòñÿ íà âûáîðêè ñ âîçâðàùåíèåì è áåç âîçâðàùå-

íèÿ. Ïðè âûáîðå ñ âîçâðàùåíèåì ñíà÷àëà âûáèðàåòñÿ

ýëåìåíò aj1 èç ïåðâîíà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà, çàòåì ýëå-

32



� 3. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè

ìåíò aj1 âîçâðàùàåòñÿ â íåãî, ïîñëå ÷åãî ýëåìåíò aj2 òàê-

æå âûáèðàåòñÿ èç ïåðâîíà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà è ò.ä. Ïðè

ýòîì îáúåì âûáîðêè k ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ

èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . }. Ïðè âûáîðå áåç âîçâðàùåíèÿ ïî-
ñëå âûáîðà ïåðâîãî ýëåìåíòà aj1 ýëåìåíò aj2 âûáèðàåòñÿ

èç îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ â ïåðâîíà÷àëüíîì ìíîæåñòâå è

ò.ä. Â òàêîì ñëó÷àå âñåãäà k ≤ n, òàê êàê ïîñëå âûáîðà n
ýëåìåíòîâ â ïåðâîíà÷àëüíîì ìíîæåñòâå íè÷åãî íå îñòà-

íåòñÿ è äàëüíåéøèé âûáîð ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì. Â

çàâèñèìîñòè îò òîãî, ó÷èòûâàåòñÿ â âûáîðêå ïîðÿäîê ñëå-

äîâàíèÿ ýëåìåíòîâ èëè íå ó÷èòûâàåòñÿ, âûáîðêè äåëÿò-

ñÿ íà óïîðÿäî÷åííûå è íåóïîðÿäî÷åííûå. Åñëè âûáîðêè

ñ îäèíàêîâûì ñîñòàâîì ýëåìåíòîâ, îòëè÷àþùèåñÿ ïîðÿä-

êîì èõ ñëåäîâàíèÿ, ñ÷èòàòü ðàçëè÷íûìè, òî òàêèå âûáîð-

êè íàçûâàþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè. Åñëè îòîæäåñòâëÿòü

âûáîðêè ñ îäèíàêîâûì ñîñòàâîì, òî òàêèå âûáîðêè íàçû-

âàþòñÿ íåóïîðÿäî÷åííûìè. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæ-

íû ÷åòûðå òèïà âûáîðîê: óïîðÿäî÷åííûå ñ âîçâðàùåíè-

åì, óïîðÿäî÷åííûå áåç âîçâðàùåíèÿ, íåóïîðÿäî÷åííûå ñ

âîçâðàùåíèåì è íåóïîðÿäî÷åííûå áåç âîçâðàùåíèÿ. Äëÿ

íàãëÿäíîñòè â òàáëèöå 1 óêàçàíû âñå âîçìîæíûå âûáîð-

êè îáúåìà k = 2 èç ìíîæåñòâà {1, 2, 3}. Îáîçíà÷èì ÷èñ-

ëà âîçìîæíûõ âûáîðîê êàæäîãî òèïà òàêèì îáðàçîì, êàê

óêàçàíî â òàáëèöå 2.

Ïî äðóãîìó óïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè áåç âîçâðàùåíèÿ

íàçûâàþòñÿ ðàçìåùåíèÿìè, à íåóïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè

áåç âîçâðàùåíèÿ � ñî÷åòàíèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, Ak
n �

÷èñëî ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k, Ck
n � ÷èñëî ñî÷å-

òàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k.
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Òàáë. 1. Âûáîðêè îáúåìà 2 èç ìíîæåñòâà {1, 2, 3}.

Âûáîðêè óïîðÿäî÷åííûå íåóïîðÿäî÷åííûå

(1,1) (1,2) (1,3) (1,1) (1,2) (1,3)

ñ âîçâðàùåíèåì (2,1) (2,2) (2,3) (2,2) (2,3)

(3,1) (3,2) (3,3) (3,3)

(1,2) (1,3) (1,2) (1,3)

áåç âîçâðàùåíèÿ (2,1) (2,3) (2,3)

(3,1) (3,2)

Òàáë. 2. ×èñëà âûáîðîê îáúåìà k èç ìíîæåñòâà

{a1, a2, . . . , an}.

Âûáîðêè óïîðÿäî÷åííûå íåóïîðÿäî÷åííûå

ñ âîçâðàùåíèåì Ak
n Ck

n

áåç âîçâðàùåíèÿ Ak
n Ck

n

Óïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè ñ âîçâðàùåíèåì ïî äðóãîìó

íàçûâàþò ðàçìåùåíèÿìè ñ ïîâòîðåíèÿìè, à íåóïîðÿäî-

÷åííûå âûáîðêè ñ âîçâðàùåíèåì � ñî÷åòàíèÿìè ñ ïîâòî-

ðåíèÿìè. Ïîýòîìó Ak
n � ÷èñëî ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåí-

òîâ ïî k ñ ïîâòîðåíèÿìè, Ck
n � ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëå-

ìåíòîâ ïî k ñ ïîâòîðåíèÿìè.

Âûâåäåì �îðìóëû äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà âûáîðîê êàæ-

äîãî òèïà. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âûáîðêó îáúåìà

k èç n ýëåìåíòîâ (aj1, aj2, . . . , ajk
). Åñëè âûáîðêà óïî-

ðÿäî÷åííàÿ ñ âîçâðàùåíèåì, òî êàæäûé èç åå ýëåìåí-

òîâ âûáèðàåòñÿ èç ãðóïïû a1, a2, . . . , an, ñîäåðæàùåé

34



� 3. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè

n ýëåìåíòîâ. Ïî ëåììå 3.2 ÷èñëî òàêèõ âûáîðîê ðàâíî

n · n · . . . · n = nk
. Òàêèì îáðàçîì,

Ak
n = nk. (3.1)

Åñëè âûáîðêà óïîðÿäî÷åííàÿ áåç âîçâðàùåíèÿ, òî åå

ïåðâûé ýëåìåíò aj1 âûáèðàåòñÿ èç ãðóïïû a1, a2, . . . , an,

ñîñòîÿùåé èç n ýëåìåíòîâ, âòîðîé åå ýëåìåíò aj2 âûáè-

ðàåòñÿ èç îñòàâøåéñÿ ïîñëå ýòîãî ãðóïïû èç n − 1 ýëå-

ìåíòîâ è ò.ä. Ïîñëåäíèé ýëåìåíò âûáîðêè ajk
âûáèðàåò-

ñÿ èç ãðóïïû n − (k − 1) = n − k + 1 ýëåìåíòîâ, îñòàâ-

øèõñÿ â ïåðâîíà÷àëüíîé ãðóïïå ïîñëå óäàëåíèÿ èç íåå

k − 1 ýëåìåíòîâ äëÿ îáðàçîâàíèÿ ïðåäûäóùèõ ýëåìåíòîâ

aj1 , aj2 , . . . , ajk−1
âûáîðêè. Ïî ëåììå 3.2 ÷èñëî òàêèõ âû-

áîðîê ðàâíî n · (n − 1) · . . . · (n − k + 1). Ïîýòîìó

Ak
n = n · (n − 1) · (n − 2) · . . . · (n − k + 1). (3.2)

Óìíîæèâ è ðàçäåëèâ (3.2) íà (n−k)! = (n−k)(n−k−
1) . . . 2 · 1, ïîëó÷èì äðóãóþ �îðìóëó äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà

ðàçìåùåíèé:

Ak
n =

n!

(n − k)!
. (3.3)

Ñîâîêóïíîñòü k ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, çàïèñàííûõ â

ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå, íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé èç

k ýëåìåíòîâ. Äëÿ îáðàçîâàíèÿ ïåðåñòàíîâêè íåîáõîäèìî

âûáðàòü áåç âîçâðàùåíèÿ âñå k ýëåìåíòîâ è çàïèñàòü èõ

â ïîðÿäêå ïîÿâëåíèÿ. Ïîýòîìó ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê èç k
ýëåìåíòîâ ðàâíî ÷èñëó óïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê îáúåìà

k èç k ýëåìåíòîâ:

Pk = Ak
k = k! (3.4)

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñî÷åòàíèå

(aj1 , aj2, . . . , ajk
). Åìó ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî Pk ðàç-

ëè÷íûõ ðàçìåùåíèé ñ òàêèì æå ñîñòàâîì ýëåìåíòîâ.
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Ïîýòîìó ÷èñëî ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k â Pk ðàç

áîëüøå ÷èñëà ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k:

Ak
n = Ck

n · Pk, îòêóäà Ck
n =

Ak
n

Pk
. (3.5)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.2)-(3.4) â ñîîòíîøåíèå (3.5), ïîëó÷èì ñëå-

äóþùèå äâå �îðìóëû äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà ñî÷åòàíèé èç n
ïî k:

Ck
n =

n · (n − 1) · (n − 2) · . . . · (n − k + 1)

k!
, (3.6)

Ck
n =

n!

k! (n − k)!
. (3.7)

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñî÷åòàíèå ñ ïîâòîðå-

íèåì (íåóïîðÿäî÷åííóþ âûáîðêó ñ âîçâðàùåíèåì)

(aj1 , aj2, . . . , ajk
). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåé ýëåìåíò a1

âñòðå÷àåòñÿ k1 ðàç, ýëåìåíò a2 âñòðå÷àåòñÿ k2 ðàç, è ò.ä.,

íàêîíåö ýëåìåíò an âñòðå÷àåòñÿ kn ðàç. Î÷åâèäíî, ÷òî

k1 + k2 + . . . + kn = k è ÷òî êàæäîå ñî÷åòàíèå ñ ïîâòî-

ðåíèåì ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì (k1, k2, . . . kn),
óäîâëåòâîðÿþùèì ýòîìó óñëîâèþ. Çàêîäèðóåì ýòîò

íàáîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ åäèíèö è íóëåé, ñòàâÿ ñíà-

÷àëà k1 åäèíèö, çàòåì îäèí ðàçäåëèòåëüíûé íîëü, çàòåì

ñòàâÿ k2 åäèíèö, çàòåì îäèí ðàçäåëèòåëüíûé íîëü è

ò.ä., íàêîíåö ñòàâÿ ðàçäåëèòåëüíûé íîëü, à ïîñëå íåãî

÷èñëî åäèíèö, ðàâíîå kn. Ìåæäó íàáîðàìè è êîäàìè,

à ñëåäîâàòåëüíî, ìåæäó ñî÷åòàíèÿìè ñ ïîâòîðåíèÿìè

è êîäàìè óñòàíàâëèâàåòñÿ òàêèì îáðàçîì áèåêöèÿ.

Íàïðèìåð, ñî÷åòàíèþ ñ ïîâòîðåíèÿìè (a1, a1, . . . , a1)
ñîîòâåòñòâóåò êîä 1, 1, . . . , 1, 0, 0, . . . , 0, ñîñòîÿùèé èç

k åäèíèö è n − 1 íóëåé, à ñî÷åòàíèþ ñ ïîâòîðåíèÿìè

(an, an, . . . , an) ñîîòâåòñòâóåò êîä 0, 0, . . . , 0, 1, 1, . . . , 1,
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ñîñòîÿùèé èç n − 1 íóëåé è k åäèíèö. Ïîýòîìó ÷èñëî

ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì âñåõ

êîäîâ. Â êàæäîì êîäå ñîäåðæèòñÿ n + k − 1 ñèìâîëîâ:

k åäèíèö è n − 1 íóëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî êîäîâ

ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ äëÿ n + k − 1
âàêàíòíûõ ìåñò ìîæíî âûáðàòü k ìåñò äëÿ åäèíèö, à

îñòàëüíûå ìåñòà çàïîëíèòü íóëÿìè. Òàê êàê ýòè ìåñòà íå

óïîðÿäî÷èâàþòñÿ è âûáèðàþòñÿ áåç âîçâðàùåíèÿ, òî èõ

÷èñëî ðàâíî Ck
n+k−1. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ñî÷åòàíèé ñ

ïîâòîðåíèÿìè èç n ïî k ðàâíî:

Ck
n = Ck

n+k−1. (3.8)

Ïðèìåð 5. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî êóïèòü 7 ïè-

ðîæíûõ, åñëè èìåþòñÿ ïèðîæíûå 4 ñîðòîâ? Ïðåäïîëà-

ãàÿ, ÷òî â ìàãàçèíå èìååòñÿ íå ìåíåå 7 ïèðîæíûõ êàæäî-

ãî ñîðòà, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç

4 ïèðîæíûõ (ïî îäíîìó êàæäîãî ñîðòà) è ìû âûáèðàåì

èç íåãî ñ âîçâðàùåíèåì 7 ïèðîæíûõ. Î÷åâèäíî, âûáîðêè

íåóïîðÿäî÷åííûå, òàê êàê äëÿ íàñ íå èìååò çíà÷åíèÿ, â

êàêîì ïîðÿäêå âûáèðàþòñÿ ïèðîæíûå. Ïîýòîìó ïèðîæ-

íûå ìîæíî êóïèòü

C7
4 = C7

4+7−1 = C7
10 = C3

10 =
10 · 9 · 8

2 · 3 = 120

ñïîñîáàìè.
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Ñâîéñòâà ñî÷åòàíèé.

1. Ck
n = Cn−k

n .
2. C0

n = Cn
n = 1.

3. C1
n = Cn−1

n = n.
4. Ck−1

n + Ck
n = Ck

n+1.
Ñâîéñòâà 1-3 ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç �îðìóëû

(3.7) èëè (3.6). Ñâîéñòâî 4 âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê íà îñíî-

âàíèè (3.7)

Ck−1
n + Ck

n =
n!

(k − 1)! (n − k + 1)!
+

n!

k! (n − k)!
=

=
n!

k! (n − k + 1)!
[k + (n−k+1)] ==

(n + 1)!

k! (n + 1 − k)!
= Ck

n+1.

Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî 1 óäîáíî ïðèìåíÿòü ïðè âû-

÷èñëåíèÿõ "âðó÷íóþ", êîãäà èñïîëüçóåòñÿ �îðìóëà (3.6)

è k > n/2. Ìíîæèòåëè â ÷èñëèòåëå (3.6) íà÷èíàþòñÿ ñ n
è óáûâàþò íà 1, à èõ ÷èñëî ðàâíî k. Íàïðèìåð, ïîñêîëüêó
6 > 8/2, òî

C6
8 = C2

8 =
8 · 7
2

= 28.

Ïðèìåì ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî C0
0 = 1. Íà ñâîéñòâå 4

îñíîâàíî ïîñòðîåíèå òàê íàçûâàåìîãî òðåóãîëüíèêà Ïà-

ñêàëÿ � òàáëèöû, ïîçâîëÿþùåé áûñòðî íàõîäèòü Ck
n ïðè

íå î÷åíü áîëüøèõ n è k. Îíà èìååò ñëåäóþùèé âèä:
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C0
0

C0
1 C1

1

C0
2 C1

2 C2
2

C0
3 C1

3 C2
3 C3

3

C0
4 C1

4 C2
4 C3

4 C4
4

C0
5 C1

5 C2
5 C3

5 C4
5 C5

5

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Â ñèëó ñâîéñòâà 2 ïî áîêîâûì ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà

ïèøåì åäèíèöû, à íà îñíîâàíèè ñâîéñòâà 4 êàæäîå ÷èñëî

âíóòðè òðåóãîëüíèêà ïîëó÷àåì ñëîæåíèåì äâóõ ñîñåäíèõ

ëåæàùèõ íàä íèì ÷èñåë:

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Òåîðåìà 3.3. Ñïðàâåäëèâà �îðìóëà áèíîìà Íüþòî-

íà

(x + y)n =
n∑

k=0

Ck
n xk yn−k. (3.9)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ñ ïî-

ìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî n. Ïðè n = 1 �îð-

ìóëà (3.9), î÷åâèäíî, âåðíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà âåðíà

äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Äîêàæåì, ÷òî îíà âåðíà äëÿ

n + 1. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ñâîéñòâ 2 è 4 ñî÷åòàíèé,

(x + y)n+1 = (x + y) · (x + y)n = (x + y)

n∑

k=0

Ck
n xk yn−k =

=

n∑

k=0

Ck
n xk+1 yn−k +

n∑

k=0

Ck
n xk yn−k+1 = xn+1 + yn+1 +

+

n−1∑

k=0

Ck
n xk+1 yn−k +

n∑

k=1

Ck
n xk yn−k+1 = xn+1 + yn+1 +

+
n∑

k=1

Ck−1
n xk yn−k+1 +

n∑

k=1

Ck
n xk yn−k+1 = xn+1 +yn+1 +

+

n∑

k=1

( Ck−1
n + Ck

n)xk yn−k+1 = xn+1 + yn+1 +

+

n∑

k=1

Ck
n+1 xk y(n+1)−k =

n+1∑

k=0

Ck
n+1 xk y(n+1)−k.

Íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè çà-

êëþ÷àåì, ÷òî äîêàçûâàåìàÿ �îðìóëà âåðíà äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. �
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Òåîðåìà 3.4. Èìååò ìåñòî ïîëèíîìèàëüíîå ðàçëî-

æåíèå

(x1 + x2 + . . . + xk)
n =

=
∑

r1+r2+...+rk=n

n!

r1! r2! . . . rk!
xr1

1 xr2
2 . . . xrk

k , (3.10)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì öåëûì íåîòðèöà-

òåëüíûì ÷èñëàì r1, r2, . . . , rk, â ñóììå äàþùèì n.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ñ ïî-

ìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî k. Ïðè k = 2 �îð-

ìóëà, î÷åâèäíî, âåðíà, òàê êàê ïðåâðàùàåòñÿ â �îðìóëó

áèíîìà Íüþòîíà (3.9). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîêàçûâàåìîå

ðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ

ëèáî ðàâíûõ k. Äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî äëÿ ÷èñëà k + 1.
Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó �îðìóëû áèíîìà Íüþòîíà (3.9),

(x1 + x2 + . . . + xk + xk+1)
n =

n∑

s=0

Cs
n

( k∑

i=1

xi

)s
xn−s

k+1 =

=
n∑

s=0

n!

s! (n − s)!

( ∑

r1+...+rk=s

s!

r1! . . . rk!
xr1

1 . . . xrk

k

)
xn−s

k+1.

Ñäåëàåì çàìåíó èíäåêñîâ ñóììèðîâàíèÿ, ââîäÿ rk+1 =
n − s. Òîãäà ïðè èçìåíåíèè s îò 0 äî n ÷èñëî rk+1 áóäåò

èçìåíÿòüñÿ îò n äî 0. Ïîýòîìó

(x1 + x2 + . . . + xk + xk+1)
n =

n∑

rk+1=0

n!

(n − rk+1)! rk+1!
·

·
∑

r1+r2+...+rk=n−rk+1

(n − rk+1)!

r1! r2! . . . rk!
xr1

1 xr2
2 . . . xrk

k x
rk+1

k+1 =
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=

n∑

rk+1=0

∑

r1+...+rk=n−rk+1

n!

r1! . . . rk! rk+1!
xr1

1 . . . xrk

k x
rk+1

k+1 =

=
∑

r1+r2+...+rk+1=n

n!

r1! r2! . . . rk+1!
xr1

1 xr2
2 . . . x

rk+1

k+1 .

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü r1, r2, . . . , rk � öåëûå íåîòðè-

öàòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì r1 + r2 + . . . + rk = n. Òîãäà
÷èñëî ñïîñîáîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ n ýëåìåíòîâ ìîæíî

ðàçáèòü íà k ãðóïï òàê, ÷òîáû â ïåðâóþ ãðóïïó âîøëî

r1 ýëåìåíòîâ, âî âòîðóþ ãðóïïó � r2 ýëåìåíòîâ è ò.ä.,

íàêîíåö â k-þ ãðóïïó âîøëî rk ýëåìåíòîâ, ðàâíî

n!

r1! r2! . . . rk!
.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áóäåì âûáèðàòü ñíà÷àëà r1 ýëå-

ìåíòîâ ïåðâîé ãðóïïû èç n çëåìåíòîâ, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü

Cr1
n ñïîñîáàìè. Îñòàåòñÿ n− r1 çëåìåíòîâ, èç êîòîðûõ r2

ýëåìåíòîâ âòîðîé ãðóïïû ìîæíî âûáðàòü Cr2
n−r1

ñïîñîáà-

ìè. Ïîñëå ýòîãî îñòàåòñÿ n−r1−r2 ýëåìåíòîâ, èç êîòîðûõ

r3 ýëåìåíòîâ òðåòüåé ãðóïïû ìîæíî âûáðàòü Cr3
n−r1−r2

ñïîñîáàìè. Ïðîäîëæàÿ äàëåå òàêîé ïðîöåññ, ìû ïîñëå âû-

áîðà (k−2)-é ãðóïïû áóäåì èìåòü n−r1−r2−. . .−rk−2 ýëå-

ìåíòîâ, èç êîòîðûõ rk−1 ýëåìåíòîâ ïðåäïîñëåäíåé (k−1)-
é ãðóïïû ìîæíî âûáðàòü C

rk−1
n−r1−r2−...−rk−2

ñïîñîáàìè.

Îñòàíóòñÿ n−r1−r2− . . .−rk−1 = rk ýëåìåíòîâ, êîòîðûå

åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì îáðàçóþò ïîñëåäíþþ k-þ ãðóïïó.

Ïî îñíîâíîìó ïðàâèëó êîìáèíàòîðèêè (ëåììå 3.2) ÷èñëî

ðàçáèåíèé n ýëåìåíòîâ íà k ãðóïï óêàçàííûì â �îðìó-

ëèðîâêå òåîðåìû ñïîñîáîì áóäåò ðàâíî

Cr1
n · Cr2

n−r1
· Cr3

n−r1−r2
. . . · C

rk−1
n−r1−r2−...−rk−2

=
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=
n!

r1! (n − r1)!

(n − r1)!

r2! (n − r1 − r2)!

(n − r1 − r2)!

r3! (n − r1 − r2 − r3)!
. . .

. . .
(n − r1 − r2 − . . . − rk−2)!

rk−1! (n − r1 − r2 − . . . − rk−1)!
=

n!

r1! r2! . . . rk!
.

�

Òåîðåìà 3.5 óñòàíàâëèâàåò ñìûñë ïîëèíîìèàëüíûõ

êîý��èöèåíòîâ â ðàçëîæåíèè (3.10).

Ïðèìåð 6. 1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè n ðàçëè÷èìûõ

äðîáèíîê ìîæíî ðàçìåñòèòü ïî k çàíóìåðîâàííûì óð-

íàì òàê, ÷òîáû â 1-þ óðíó ïîïàëî r1 äðîáèíîê, âî 2-þ

óðíó � r2 äðîáèíîê è ò.ä., íàêîíåö, â k-þ óðíó ïîïàëî rk

äðîáèíîê (r1 + r2 + . . . + rk = n)?
2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè n ðàçëè÷èìûõ äðîáèíîê

ìîæíî ðàçìåñòèòü ïî k çàíóìåðîâàííûì óðíàì?

3. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè n íåðàçëè÷èìûõ äðîáèíîê

ìîæíî ðàçìåñòèòü ïî k çàíóìåðîâàííûì óðíàì?

Ïî òåîðåìå 3.5 ÷èñëî ñïîñîáîâ ïóíêòà 1 ïðèìåðà ðàâíî

n!

r1! r2! . . . rk!
.

Äëÿ îòâåòà íà ïóíêò 2 ïðèìåðà íåîáõîäèìî ñëîæèòü

÷èñëà ñïîñîáîâ ïóíêòà 1 ïî âñåì öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì

r1, r2, . . . , rk, äàþùèì â ñóììå n:

∑

r1+r2+...+rk=n

n!

r1! r2! . . . rk!
.

Íî ïî �îðìóëå (3.10) ýòà ñóììà ðàâíà

(1 + 1 + 1 + . . . + 1)n = kn.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ñïîñîáîâ â ïóíêòå 2 ðàâíî kn
.

Ìîæíî ïîëó÷èòü ýòîò ðåçóëüòàò áîëåå ïðîñòûì ñïî-

ñîáîì. Ïóñòü ðàçëè÷èìûå äðîáèíêè çàíóìåðîâàíû êàê
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a1, a2, . . . , an. Èñõîä ðàññìàòðèâàåìîãî ýêñïåðèìåíòà îä-

íîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì (i1, i2, . . . , in), ãäå il �
íîìåð óðíû, â êîòîðóþ ïîïàëà äðîáèíêà al. Êàæäîå il
âûáèðàåòñÿ èç ìíîæåñòâà k óðí ñ âîçâðàùåíèåì è óïî-

ðÿäî÷åííûì îáðàçîì. Ïîýòîìó ÷èñëî èñõîäîâ òàêîãî ýêñ-

ïåðèìåíòà ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì óïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê

îáúåìà n ñ âîçâðàùåíèåì èç k ýëåìåíòîâ, ò.å. ðàâíî

An
k = kn.

Äëÿ îòâåòà íà ïóíêò 3 çàìåòèì, ÷òî èñõîä ýêñïåðè-

ìåíòà îïðåäåëÿåòñÿ òàêèì æå íàáîðîì, êàê è â ïóíêòå

2, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî âûáîðêà íåóïîðÿäî÷åííàÿ.

Ïîýòîìó ÷èñëî èñõîäîâ òàêîãî ýêñïåðèìåíòà ñîâïàäàåò ñ

÷èñëîì íåóïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê îáúåìà n ñ âîçâðàùå-

íèåì èç k ýëåìåíòîâ, ò.å. ðàâíî

Cn
k = Cn

k+n−1.

Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðàì íà êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå

âåðîÿòíîñòè. Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàëñÿ

ñëåäóþùèé

Ïðèìåð 7. Â ïàðòèè èç N äåòàëåé èìååòñÿ M ñòàí-

äàðòíûõ. Íàóäà÷ó îòîáðàíî n äåòàëåé. Êàêîâà âåðîÿò-

íîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ ðîâíî m ñòàíäàðòíûõ

äåòàëåé?

Ëþáóþ çàäà÷ó íà êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿò-

íîñòè ñëåäóåò íà÷èíàòü ñ ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ýëå-

ìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω. Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî äåòàëè âû-

áèðàþòñÿ áåç âîçâðàùåíèÿ. Êîãäà âûáèðàåòñÿ n äåòàëåé

èç äåòàëåé a1, a2, . . . , aM , b1, b2, . . . , bN−M , äëÿ íàñ ïî-

ðÿäîê, â êîòîðîì îíè ïîÿâëÿþòñÿ, íå èìååò çíà÷åíèÿ,

âàæíî ëèøü êàêèå äåòàëè ïîÿâÿòñÿ (çäåñü äëÿ óäîáñòâà
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ñòàíäàðòíûå äåòàëè îáîçíà÷åíû áóêâîé a, à íåñòàíäàðò-
íûå � áóêâîé b). Ïîýòîìó ýëåìåíòàðíûìè èñõîäàìè ÿâ-

ëÿþòñÿ íåóïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè îáúåìà n èç N ýëå-

ìåíòîâ (ñî÷åòàíèÿ). Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî â ïðîñòðàí-

ñòâå Ω èìååòñÿ Cn
N èñõîäîâ. Áëàãîïðèÿòíûå èñõîäû èìå-

þò âèä (aj1 , aj2 . . . , ajm, bi1 , bi2 , . . . , bin−m
). Ñòàíäàðò-

íûå äåòàëè ìîæíî âûáðàòü Cm
M ñïîñîáàìè, íåñòàíäàðò-

íûå � Cn−m
N−M . Ïî îñíîâíîìó ïðàâèëó êîìáèíàòîðèêè

(ëåììå 3.2) ÷èñëî áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ ðàâíî

Cm
MCn−m

N−M .

Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

P (A) =
Cm

MCn−m
N−M

Cn
N

.

Íàáîð âåðîÿòíîñòåé {P (m), m = m0,m0 +1, . . . , m1},
ãäå

P (m) =
Cm

MCn−m
N−M

Cn
N

,

m0 = max (0,M − N + n), m1 = min (M,n),

íàçûâàåòñÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì.

Ïðèìåð 8. Ïðè èãðå â ñïîðòëîòî èç 49 âèäîâ ñïîð-

òà, çàíóìåðîâàííûõ êàê 1, 2, . . . , 49, çà÷åðêèâàþòñÿ ëþ-

áûå 6 âèäîâ. Ïðè ðîçûãðûøå 49 ïåðåíóìåðîâàííûõ øà-

ðîâ òùàòåëüíî ïåðåìåøèâàþòñÿ, ïîñëå ÷åãî èç íèõ "íàó-

äà÷ó" âûáèðàåòñÿ ïåðâûé øàð. Îñòàâøèåñÿ øàðû âíîâü

ïåðåìåøèâàþòñÿ, ïîñëå ÷åãî èç íèõ "íàóäà÷ó" âûáèðà-

åòñÿ âòîðîé øàð è ò.ä. äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò âûáðà-

íî 6 øàðîâ. Åñëè âñå 6 çà÷åðêíóòûõ Âàìè íîìåðîâ ñîâ-

ïàäóò ñ ðàçûãðàííûìè, òî Âû ïîëó÷àåòå ìàêñèìàëüíûé
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âûèãðûø, åñëè èç çà÷åðêíóòûõ íîìåðîâ ðîâíî òðè ëþáûå

íîìåðà ñîâïàäóò ñ êàêèìè òî òðåìÿ èç ðàçûãðàííûõ, òî

Âàì äîñòàíåòñÿ ìèíèìàëüíûé âûèãðûø. Êàêîâà âåðîÿò-

íîñòü ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî âûèãðûøà íà îäèí

áèëåò ñïîðòëîòî?

Î÷åâèäíî, äàííàÿ çàäà÷à � ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðåäûäó-

ùåé. Äåéñòâèòåëüíî, ó íàñ èìååòñÿ 49 âèäîâ ñïîðòà (äåòà-

ëåé), èç íèõ 6 âûèãðûøíûõ (ñòàíäàðòíûõ). Âûáèðàåòñÿ

6 íîìåðîâ ñïîðòà (äåòàëåé). Åñëè ñîáûòèå A ñîñòîèò â

ïîëó÷åíèè ìàêñèìàëüíîãî, à ñîáûòèå B � â ïîëó÷åíèè

ìèíèìàëüíîãî âûèãðûøà, òî A � èç âûáðàííûõ 6 äåòà-

ëåé âñå 6 � ñòàíäàðòíûå, B � èç âûáðàííûõ 6 äåòàëåé

ðîâíî 3 ñòàíäàðòíûå. Ñëåäîâàòåëüíî,

P (A) =
1

C6
49

= 7.151 · 10−8; P (B) =
C3

6 · C3
43

C6
49

= 0.017650.

Ïðèìåð 9. Â ëè�ò 11-ýòàæíîãî äîìà íà ïåðâîì ýòà-

æå âîøëî 7 ÷åëîâåê. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäûé ìîæåò

âûéòè íà ëþáîì èç ýòàæåé, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî. Êàêî-

âà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî à) âñå âûéäóò íà 7-ì ýòàæå; á)

âñå âûéäóò íà îäíîì è òîì æå ýòàæå; â) âñå âûéäóò íà

ðàçíûõ ýòàæàõ?

Èñõîä äàííîãî âåðîÿòíîñòíîãî ýêñïåðèìåíòà îïðåäå-

ëÿåòñÿ óêàçàíèåì íîìåðîâ ýòàæåé, âûáðàííûõ êàæäûì

èç ëèö. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà âîçüìåì

ω = (a1, a2, . . . , a7) � âûáîðêó èç ìíîæåñòâà âñåõ äîïó-

ñòèìûõ ýòàæåé {2, 3, . . . , 11}. Ïðè ýòîì âûáîðêè ñëåäó-

åò ðàññìàòðèâàòü êàê óïîðÿäî÷åííûå ("Êîëÿ âûøåë íà

2-ì, à Ïåòÿ � íà 3-ì" è "Ïåòÿ âûøåë íà 2-ì, à Êî-

ëÿ � íà 3-ì" åñòü íå îäíî è òî æå) è ñ âîçâðàùåíè-

åì (íåêîòîðûå ëèöà â ïðèíöèïå ìîãóò âûéòè íà îäíîì

è òîì æå ýòàæå). Èòàê, Ω = {(a1, a2, . . . , a7) : ai =
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2, 3, . . . , 11 (i = 1, 2, . . . , 7)}. Ïîýòîìó ÷èñëî âñåõ âîç-

ìîæíûõ èñõîäîâ ðàâíî

n = A7
10 = 107.

Ïóñòü

A = {âñå âûéäóò íà 7 ýòàæå},
B = {âñå âûéäóò íà îäíîì è òîì æå ýòàæå},

C = {âñå âûéäóò íà ðàçíûõ ýòàæàõ}.
Ñîáûòèþ A áëàãîïðèÿòñòâóåò åäèíñòâåííûé èñ-

õîä (7, 7, 7, 7, 7, 7, 7), ñîáûòèþ B � 10 èñõî-

äîâ (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2), (3, 3, 3, 3, 3, 3, 3), . . . ,
(11, 11, 11, 11, 11, 11, 11), ñîáûòèþ C � A7

10 èñõîäîâ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

P (A) =
1

107
; P (B) =

10

107
= 10−6; P (C) =

A7
10

107
= 0.06.

Ïðèìåð 10. Â ÷óëàíå íàõîäèòñÿ n ïàð áîòèíîê. Èç íèõ

íàóäà÷ó âûáèðàþòñÿ 2r áîòèíîê (2r < n). Êàêîâà âåðî-

ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ áîòèíîê îòñóòñòâóþò

ïàðíûå?

�àçóìååòñÿ âûáîð áîòèíîê îñóùåñòâëÿåòñÿ áåç âîç-

âðàùåíèÿ. Íàñ èíòåðåñóåò ñîñòàâ âûáðàííûõ áîòèíîê; ïî-

ðÿäîê, â êîòîðîì îíè âûáèðàþòñÿ, íå èìååò çíà÷åíèÿ.

Ïîýòîìó íàäî ïîëüçîâàòüñÿ íåóïîðÿäî÷åííûìè âûáîðêà-

ìè áåç âîçâðàùåíèÿ, ò.å. ñî÷åòàíèÿìè. Âñåãî 2r áîòèíîê

èç 2n áîòèíîê ìîæíî âûáðàòü C2r
2n ñïîñîáàìè. Äëÿ ïîä-

ñ÷åòà ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ

ñîáûòèþ A = {ñðåäè âûáðàííûõ áîòèíîê îòñóòñòâóþò

ïàðíûå}, ìûñëåííî âûáåðåì 2r ïàð èç èìåþùèõñÿ n ïàð,

÷òî ìîæíî ñäåëàòü C2r
n ñïîñîáàìè, ïîñëå ÷åãî â êàæäîé
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ïàðå ìîæíî âûáðàòü îäèí èç áîòèíêîâ 2 ñïîñîáàìè. Ïî

îñíîâíîìó ïðàâèëó êîìáèíàòîðèêè ÷èñëî áëàãîïðèÿòíûõ

èñõîäîâ ðàâíî 22rC2r
n . Ïîýòîìó èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâ-

íà

P (A) =
22rC2r

n

C2r
2n

.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âå-

ðîÿòíîñòè ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ìîæíî

âûáèðàòü ïî ðàçíîìó.

Ïðèìåð 11. n äðóçåé íàóäà÷ó ðàññàæèâàþòñÿ çà êðóã-

ëûì ñòîëîì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äâà �èêñèðî-

âàííûõ ëèöà A è B ñÿäóò ðÿäîì, ïðè÷åì B ñëåâà îò A.

1 ñïîñîá. Âñåãî n äðóçåé ìîæíî ðàññàäèòü n! ñïîñîáà-
ìè. Ëèöî A ìîæíî ïîñàäèòü íà ëþáîå èç n ìåñò n ñïî-

ñîáàìè, òîãäà B ñàäèòñÿ ñëåâà îò A åäèíñòâåííûì ñïîñî-

áîì; îñòàþòñÿ n − 2 ëèöà, êîòîðûå ìîæíî ðàçìåñòèòü íà

îñòàâøèåñÿ n − 2 ìåñòà (n − 2)! ñïîñîáàìè. Ïîýòîìó ÷èñ-
ëî áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ ðàâíî n · 1 · (n − 2)!. èñêîìàÿ
âåðîÿòíîñòü åñòü

P (A) =
n(n − 2)!

n!
=

1

n − 1
.

2 ñïîñîá. Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî ëèöî A ìîæíî ïî-

ñàäèòü íà �èêñèðîâàííîå ìåñòî. Òîãäà îñòàëüíûå ëèöà

ìîæíî ðàçìåñòèòü (n− 1)! ñïîñîáàìè. Ëèöî B ìîæíî ïî-

ñàäèòü ñëåâà îò A åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì; îñòàþòñÿ n−2
ëèöà, êîòîðûå ìîæíî ðàçìåñòèòü íà îñòàâøèåñÿ n−2 ìå-
ñòà (n−2)! ñïîñîáàìè. Ïîýòîìó ÷èñëî áëàãîïðèÿòíûõ èñ-
õîäîâ ðàâíî 1 · (n − 2)!, à èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü åñòü

P (A) =
(n − 2)!

(n − 1)!
=

1

n − 1
.
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3 ñïîñîá. Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî ðàçìåùåíèå ëèö,

îòëè÷íûõ îò A è B íå èìååò çíà÷åíèÿ. Âñåãî ëèöà A è

B ìîæíî ðàññàäèòü A2
n = n(n− 1) ñïîñîáàìè. Äëÿ áëàãî-

ïðèÿòíîãî ñëó÷àÿ ëèöî A ìîæíî ïîñàäèòü n ñïîñîáàìè,

òîãäà B åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì ñàäèòñÿ ñëåâà îò A. Ïî-
ýòîìó ÷èñëî áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ ðàâíî n · 1. Èñêîìàÿ
âåðîÿòíîñòü åñòü

P (A) =
n

n(n − 1)
=

1

n − 1
.

4 ñïîñîá. Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ëèöî A ìîæíî ïîñà-

äèòü íà �èêñèðîâàííîå ìåñòî è èíòåðåñîâàòüñÿ, êàê îòíî-

ñèòåëüíî íåãî ñÿäåò B, íå ðàññìàòðèâàÿ ñïîñîáû ðàçìå-

ùåíèÿ îñòàëüíûõ ëèö. Ëèöî B ìîæíî ïîñàäèòü íà ëþáîå

èç îñòàâøèõñÿ ïîñëå A ìåñò n − 1 ñïîñîáàìè; áëàãîïðè-

ÿòíûé ñïîñîá � îäèí, êîãäà B ñÿäåò ñëåâà îò A. Èñêîìàÿ
âåðîÿòíîñòü åñòü

P (A) =
1

n − 1
.

Ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé ïðåäïî÷òèòåëü-

íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è èç ïðèìåðà 11 ïåðâûì ñïîñîáîì.

Ïðèìåð 12. Íàóäà÷ó ïîäáðàñûâàþòñÿ äâå ïðàâèëüíûå

ìîíåòû. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ðàçíûõ ñòîðîí

íà ýòèõ ìîíåòàõ?

1 ñïîñîá. Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõî-

äîâ âîçüìåì Ω = {(ã,ã),(ã,ð),(ð,ã),(ð,ð)}, ãäå ïåðâàÿ ïîçè-

öèÿ â ïàðå � èñõîä ïîäáðàñûâàíèÿ ïåðâîé ìîíåòû, âòîðàÿ

ïîçèöèÿ � èñõîä ïîäáðàñûâàíèÿ âòîðîé ìîíåòû. Ñîáû-

òèþ A = {âûïàäåíèå ðàçíûõ ñòîðîí} áëàãîïðèÿòñòâóåò

äâà èñõîäà (ã,ð),(ð,ã). Ïîýòîìó P (A) = 2
4 = 1

2 .

2 ñïîñîá. Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõî-

äîâ âîçüìåì Ω̃ = {2ã,2ð,ñìåñü}, ãäå 2ã � âûïàäåíèå äâóõ
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"ãåðáîâ", 2ð � âûïàäåíèå äâóõ "ðåøåê", ñìåñü � âûïà-

äåíèå íà îäíîé èç ìîíåò "ãåðáà", à íà äðóãîé � "ðåø-

êè". Ñîáûòèþ A áëàãîïðèÿòñòâóåò åäèíñòâåííûé èñõîä

"ñìåñü", ïîýòîìó åãî âåðîÿòíîñòü P (A) = 1
3 .

�àçóìååòñÿ 2 ñïîñîá ðåøåíèÿ íåïðàâîìî÷åí, ïîñêîëü-

êó ïðîâåäåííàÿ �àêòîðèçàöèÿ Ω (èñõîäû (ã,ð) è (ð,ã) îáú-

åäèíåíû â èñõîä "ñìåñü") ïðèâåëà ê òîìó, ÷òî â ïðîñòðàí-

ñòâå Ω̃ èñõîäû íå ðàâíîâåðîÿòíû. Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññè-

÷åñêîå îïðåäåëåíèå íåïðèìåíèìî.

Âîçâðàùàÿñü ê ïðèìåðó 11, îòìåòèì, ÷òî �àêòîðè-

çàöèÿ ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ñïîñîáà 1 â

ñïîñîáàõ 2-4 çàêëþ÷àëàñü â îáúåäèíåíèè â íîâûå èñõî-

äû îäèíàêîâîãî ÷èñëà ðàâíîâåðîÿòíûõ èñõîäîâ. Ïîýòîìó

íîâûå èñõîäû îêàçàëèñü òàêæå ðàâíîâåðîÿòíûìè. ×òîáû

íå îêàçàòüñÿ â ñèòóàöèè 2-ãî ñïîñîáà ïðèìåðà 12, ðåêî-

ìåíäóåòñÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ñðàçó âûáè-

ðàòü "íàèáîëåå ìåëêèå, íåäåëèìûå" èñõîäû ñëó÷àéíîãî

ýêñïåðèìåíòà.

� 4. �åîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü.

Àêñèîìàòèêà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà îòðåçîê Ω = [a, b] "íàóäà÷ó" áðî-

ñàåòñÿ òî÷êà. Ïîä ñëîâàìè "íàóäà÷ó" ïîäðàçóìåâàåò-

ñÿ òîò �àêò, ÷òî âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ òî÷êè â ðàç-

ëè÷íûå ÷àñòè îòðåçêà îäèíàêîâîé äëèíû ñîâïàäàþò. Â

÷àñòíîñòè, äîëæíû ñîâïàäàòü âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â

îäíîòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà. Ïðèïèøåì êàæäîìó îäíîòî-

÷å÷íîìó ìíîæåñòâó {ω} âåðîÿòíîñòü P ({ω}) = p(ω) =
p, ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü ïðè êîíñòðóêòèâíî-

àêñèîìàòè÷åñêîì îïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòè â äèñêðåòíîì

ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Åñëè A � ìíîæå-
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� 4. �åîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü. Àêñèîìàòèêà òåîðèè

âåðîÿòíîñòåé

ñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îòðåçêà [a, b], òî â ñèëó òîãî,

÷òî A ⊂ [a, b], èìååì

P (A) ≤ P (Ω) = 1. (4.1)

Åñëè p > 0, òî P (A) =
∑

ω∈A
p(ω) = p + p + p + . . . = ∞, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò (4.1). Ïîýòîìó îäíîòî÷å÷íûì ìíîæåñòâàì

ìû äîëæíû ïðèïèñàòü íóëåâóþ âåðîÿòíîñòü. Â ñèëó

ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè âåðîÿòíîñòè íóëåâóþ âåðîÿòíîñòü

áóäóò èìåòü âñå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûå ïîäìíîæåñòâà

îòðåçêà [a, b]. Êðîìå òîãî, åäèíè÷íóþ âåðîÿòíîñòü áóäåò

èìåòü Ω è âñå åãî ïîäìíîæåñòâà, îòëè÷àþùèåñÿ îò íåãî

íà íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê. Äëÿ îïðåäåëå-

íèÿ âåðîÿòíîñòåé âñåõ èíûõ íåñ÷åòíûõ ïîäìíîæåñòâ Ω
èí�îðìàöèè î òîì, ÷òî p = 0, íåäîñòàòî÷íî, òàê êàê îïå-
ðàöèÿ ñóììèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ â ìàòåìàòèêå òîëüêî

äëÿ êîíå÷íîãî (îáû÷íàÿ ñóììà) è ñ÷åòíîãî (ñóììà ðÿäà)

÷èñëà ñëàãàåìûõ. Â ÷àñòíîñòè, ìû íå ìîæåì îïðåäåëèòü

âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ áðîøåííîé òî÷êè íà îòðåçîê

[a, a+b
2 ], õîòÿ èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ýòà âåðîÿòíîñòü

ðàâíà

1
2 . Ïðè êëàññè÷åñêîì îïðåäåëåíèè â êà÷åñòâå

âåðîÿòíîñòè áðàëîñü îòíîøåíèå ÷èñëà áëàãîïðèÿòíûõ

èñõîäîâ ê ÷èñëó âñåõ âîçìîæíûõ èñõîäîâ. Â ðàññìà-

òðèâàåìîì ñëó÷àå îáà ýòèõ ÷èñëà áåñêîíå÷íû. Ïîýòîìó

åñòåñòâåííî çàìåíèòü ýòè ÷èñëà íà ñîîòâåòñòâóþùèå

äëèíû. Îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ äëèíû ÿâëÿåòñÿ ìåðà Ëåáå-

ãà. Îäíàêî íå âñå ïîäìíîæåñòâà îòðåçêà [a, b] èçìåðèìû
ïî Ëåáåãó. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû íå ìîæåì îïðåäåëèòü âå-

ðîÿòíîñòü áðîøåííîé òî÷êè â ìíîæåñòâî, íå èçìåðèìîå

ïî Ëåáåãó. Åñòåñòâåííî ïîýòîìó ñîáûòèÿìè íàçûâàòü

íå âñå ïîäìíîæåñòâà [a, b], à òîëüêî òå èç íèõ, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî èçìåðè-

ìûå ïîäìíîæåñòâà îòðåçêà [a, b] îáðàçóþò σ-àëãåáðó,
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êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì F . Ïðèõîäèì ê òàê íàçûâàåìîìó

ãåîìåòðè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ñîáûòèåì íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò

A σ-àëãåáðû F . Âåðîÿòíîñòüþ ïîïàäàíèÿ íàóäà÷ó

áðîøåííîé íà îòðåçîê [a, b] òî÷êè â ìíîæåñòâî A íàçû-

âàåòñÿ ÷èñëî

P (A) =
µ(A)

b − a
,

ãäå µ(A) � ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà A.

Ýòî îïðåäåëåíèå åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ

íà ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà áðîñàåòñÿ â n-ìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå. Ïóñòü Ω � ìíîæåñòâî â Rn
, èìåþùåå êîíå÷íóþ n-

ìåðíóþ ìåðó Ëåáåãà µ(Ω), F � σ-àëãåáðà èçìåðèìûõ ïî

Ëåáåãó ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω. Ýëåìåíòû F íàçûâà-

þòñÿ ñîáûòèÿìè. Åñëè n-ìåðíàÿ òî÷êà "íàóäà÷ó" áðî-

ñàåòñÿ â Ω, òî âåðîÿòíîñòü åå ïîïàäàíèÿ â A ∈ F
îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì ãåîìåòðè÷å-

ñêîé âåðîÿòíîñòè:

P (A) =
µ(A)

µ(Ω)
,

ãäå µ � n-ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà.

Îòìåòèì, ÷òî â ïðèëîæåíèÿõ êàê ïðàâèëî âñòðå÷à-

þòñÿ ìíîæåñòâà, èìåþùèå n-ìåðíûé îáåì, êîòîðûé è

âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ìåðû Ëåáåãà. Íàïðèìåð, â R1
ýòî

åñòü äëèíà, â R2
� ïëîùàäü, â R3

� îáúåì.

Ïðèìåð 1. Ñòóäåíò è ñòóäåíòêà äîãîâîðèëèñü âñòðå-

òèòüñÿ â îïðåäåëåííîì ìåñòå ìåæäó 12 è 13 ÷àñàìè. Ïðè-

øåäøèé æäåò äðóãîãî â òå÷åíèå 20 ìèíóò, ïîñëå ÷åãî óõî-

äèò. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî êàæäûé èç íèõ âûáèðàåò ìîìåíò
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ñâîåãî ïðèõîäà â òå÷åíèå óêàçàííîãî ÷àñà "íàóäà÷ó", íàé-

äèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñòðå÷à ñîñòîèòñÿ.

Äëÿ óäîáñòâà áóäåì íàçûâàòü 12 è 13 ÷àñîâ ñîîòâåò-

ñòâåííî 0 è 1 ÷àñàìè äíÿ (äëÿ òîãî, ÷òîáû îòñ÷åò âðå-

ìåíè íà÷èíàëñÿ îò 0). Â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà

âîçüìåì óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó ω = (x, y), ãäå x �- ìî-

ìåíò ïðèõîäà ñòóäåíòà, y � ìîìåíò ïðèõîäà ñòóäåíòêè.

Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîþ êâàäðàò Ω = {ω = (x, y) : x, y ∈ [0, 1]}. Ñîáû-
òèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî âñòðå÷à ñîñòîèòñÿ, ïðåäñòàâëÿ-

åò èç ñåáÿ òå òî÷êè åäèíè÷íîãî êâàäðàòà Ω, äëÿ êîòî-

ðûõ ðàçíîñòü ìåæäó ìîìåíòàìè ïðèõîäà ñòóäåíòà è ñòó-

äåíòêè ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò 1/3÷àñà (=20 ìèí.):

A = {ω = (x, y) : |y − x| ≤ 1
3 , x, y ∈ [0, 1]}. Íà �èñ.1

1/3

1/3

1

1 x0

y

A

W

y=x-1/3

y=x+1/3

�èñ.1
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ñîáûòèå A èçîáðàæåíî â âèäå çàøòðèõîâàííîé ÷àñòè êâà-

äðàòà. Ïî ïðàâèëó ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè èñêîìàÿ

âåðîÿòíîñòü ðàâíà îòíîøåíèþ ïëîùàäåé:

P (A) =
S(A)

S(Ω)
= S(Ω) − S(A) = 1 −

(2

3

)2
=

5

9
>

1

2
.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû ñòóäåíò è ñòóäåíòêà äîãîâîðèëèñü

æäàòü äðóã äðóãà â òå÷åíèå 15 ìèíóò, òî âåðîÿòíîñòü

âñòðå÷è áûëà áû ðàâíà

P (A) = 1 −
(3

4

)2
=

7

16
<

1

2
.

Îòìåòèì, ÷òî âûáîð ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ïðè ðåøå-

íèè çàäà÷ íà ãåîìåòðè÷åñêóþ âåðîÿòíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ

îäíîçíà÷íûì. Íàïðèìåð, â ïðèìåðå 1 â êà÷åñòâå ýëå-

ìåíòàðíîãî èñõîäà ìîæíî áûëî âçÿòü ω = (x, y), ãäå x
� ìîìåíò ïðèõîäà ïåðâîãî èç ëèö, y � ìîìåíò ïðèõîäà

âòîðîãî ëèöà. Òîãäà Ω = {ω = (x, y) : 0 ≤ x ≤ y ≤
1}, A = {ω = (x, y) ∈ Ω : y−x ≤ 1

3}. Òåì íå ìåíåå ñëåäóåò

îòìåòèòü, ÷òî ïðè âûáîðå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ

èñõîäîâ â çàäà÷àõ íà ãåîìåòðè÷åñêóþ âåðîÿòíîñòü íåîá-

õîäèìî ïðîÿâëÿòü îñòîðîæíîñòü.

Ìû óáåäèëèñü â òîì, ÷òî äàæå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå

íåñ÷åòíîãî (íåäèñêðåòíîãî) ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ

èñõîäîâ â êà÷åñòâå ñîáûòèé íàäî áðàòü íå ïðîèçâîëü-

íûå ïîäìíîæåñòâà Ω, à òîëüêî òå, êîòîðûå îáðàçóþò

íåêîòîðóþ σ-àëãåáðó. Â îáùåì ñëó÷àå â òåîðèè âåðîÿò-

íîñòåé ïðèíÿòî �èêñèðîâàòü îïðåäåëåííóþ σ-àëãåáðó
ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ F ,
ýëåìåíòû êîòîðîé íàçûâàþò ñîáûòèÿìè. Ïðè ýòîì äëÿ

ïîäìíîæåñòâ èç Ω, íå ïðèíàäëåæàùèõ F , âåðîÿòíîñòü
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íå îïðåäåëÿåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé äèñêðåòíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà âïèñûâàåòñÿ â ðàññìàòðèâàåìóþ ñõåìó, åñëè â

êà÷åñòâå F âçÿòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäìíîæåñòâ èç Ω.
Òàê êàê ïîíÿòèå σ-àëãåáðû èñïîëüçóåòñÿ â îñíîâàíèÿõ

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, íàïîìíèì åãî îïðåäåëåíèå è íåêî-

òîðûå ñâîéñòâà.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ñèñòåìà A ïîäìíîæåñòâ ìíîæå-

ñòâà Ω íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé, åñëè

1. Ω ∈ A, ∅ ∈ A.

2. Åñëè A, B ∈ A, òî A ∪ B, AB, A \ B ∈ A.

Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðà � ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ

Ω, ñîäåðæàùàÿ Ω è çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî êîíå÷íî-

ãî ÷èñëà òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé (ìû íå

ñòðåìèìñÿ â îïðåäåëåíèÿõ àëãåáðû è σ-àëãåáðû èñïîëü-

çîâàòü ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñâîéñòâ, äîñòàòî÷íûõ äëÿ èõ

îïðåäåëåíèÿ).

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ñèñòåìà F ïîäìíîæåñòâ ìíîæå-

ñòâà Ω íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé, åñëè

1. F � àëãåáðà.

2. Åñëè An ∈ F (n = 1, 2, . . . ), òî

∞⋃
n=1

An ∈

F ,
∞⋂

n=1
An ∈ F .

Ïîýòîìó σ-àëãåáðà � ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ Ω, ñî-
äåðæàùàÿ Ω è çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî íå áîëåå ÷åì
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ñ÷åòíîãî ÷èñëà òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé.

Ïðèìåð 2. Ñèñòåìà F∗ = {∅, Ω}, ñîñòîÿùàÿ èç

äâóõ ïîäìíîæåñòâ Ω, ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé (è òåì áîëåå

àëãåáðîé). Ýòà ñàìàÿ "áåäíàÿ" σ-àëãåáðà íàçûâàåòñÿ

òðèâèàëüíîé. Åñëè F � ëþáàÿ σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ
Ω, òî F∗ ⊂ F .

Ïðèìåð 3. Ñèñòåìà F∗ = {A : A ⊂ Ω}, ñîñòîÿùàÿ èç

âñåõ ïîäìíîæåñòâ Ω, ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé (è òåì áîëåå

àëãåáðîé). Ýòî ñàìàÿ "áîãàòàÿ" σ-àëãåáðà. Åñëè F �

ëþáàÿ σ- àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ Ω, òî F ⊂ F∗
.

Ïðèìåð 4. Ñèñòåìà FA = {∅, Ω, A, A}, ñîñòîÿùàÿ
èç ÷åòûðåõ ïîäìíîæåñòâ Ω, ãäå A ⊂ Ω, íàçûâàåòñÿ

σ-àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâîì A. Åñëè FA

� ëþáàÿ σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ Ω, ñîäåðæàùàÿ A, òî
FA ⊂ FA

.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü D = {D1, D2, D3, . . . }
� ñ÷åòíîå ðàçáèåíèå Ω íà íåïóñòûå ìíîæåñòâà

(Ω = D1 + D2 + D3 + . . . ). Òîãäà σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ
Ω, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ êîíå÷íûõ èëè ñ÷åòíûõ îáúåäè-

íåíèé ìíîæåñòâ ñèñòåìû D, íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé,
ïîðîæäåííîé ðàçáèåíèåì D è îáîçíà÷àåòñÿ σ(D).

Ëåììà 4.4. Ïóñòü X � íåêîòîðàÿ ñèñòåìà ïîäìíî-

æåñòâ ìíîæåñòâà Ω. Òîãäà ñóùåñòâóþò íàèìåíüøàÿ

àëãåáðà α(X) è íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà σ(X), ñîäåðæàùèå

ñèñòåìó X.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî êðàéíåé ìåðå îäíà àëãåáðà

è σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ X, ñóùåñòâóåò (íàïðèìåð,
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F∗
). Ïóñòü α(X) � ïåðåñå÷åíèå âñåõ àëãåáð, à σ(X)

� ïåðåñå÷åíèå âñåõ σ-àëãåáð, ñîäåðæàùèõ ñèñòåìó X.

Î÷åâèäíî, α(X) � àëãåáðà (êàê ïåðåñå÷åíèå àëãåáð),

σ(X) � σ-àëãåáðà (êàê ïåðåñå÷åíèå σ-àëãåáð). Îíè

ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè. Íàïðèìåð, ïîñêîëüêó åñëè

A ∈ σ(X), òî A ïðèíàäëåæèò ëþáîé σ-àëãåáðå F ,
ñîäåðæàùåé X, ò.å. σ(X) ⊂ F , ñëåäîâàòåëüíî σ(X) �

ìèíèìàëüíà. �

Îòìåòèì, ÷òî σ(D) â ïðèìåðå 5 êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ

íàèìåíüøåé σ-àëãåáðîé, ñîäåðæàùåé ñèñòåìó D.

Ïóñòü Ω � ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ,

ñîîòâåòñòâóþùåå íåêîòîðîìó ñëó÷àéíîìó ýêñïåðèìåíòó,

F � íåêîòîðàÿ �èêñèðîâàííàÿ σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ

ìíîæåñòâà Ω.

Îïðåäåëåíèå 4.5. Ñîáûòèåì íàçûâàåòñÿ ëþáîé

ýëåìåíò σ-àëãåáðû F .

Â îòëè÷èå îò ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ äèñêðåòíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ â îáùåì ñëó÷àå ñîáûòèÿìè

áóäóò ÿâëÿòüñÿ íå âñå ïîäìíîæåñòâà Ω, à òîëüêî òå

èç íèõ, êîòîðûå âõîäÿò â σ-àëãåáðó F . È òîëüêî äëÿ

íèõ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè. Â ñëó÷àå

äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà â êà÷åñòâå F îáû÷íî áåðåòñÿ

ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäìíîæåñòâ F∗
ïðîñòðàíñòâà Ω.

Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà �

÷àñòíûé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåìîé íèæå îáùåé ñõåìû.

Îïðåäåëåíèå 4.6. Ïàðà (Ω, F), ãäå Ω � íåêîòîðîå

ìíîæåñòâî, F � íåêîòîðàÿ σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ìíî-
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æåñòâà Ω, íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì ïðîñòðàíñòâîì.

Êàæäîìó ñîáûòèþ A (ò.å. êàæäîìó A ∈ F) ñòàâèòñÿ
â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî P (A), íàçûâàåìîå
âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A, òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè

ýòîì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû:

I. P (A) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A (àêñèîìà íåîòðè-

öàòåëüíîñòè);

II. P (Ω) = 1 (àêñèîìà íîðìèðîâàííîñòè);

III. P (
∞∑

n=1
An) =

∞∑
i=1

P (An) (àêñèîìà ñ÷åòíîé àääè-

òèâíîñòè).

Êàê óæå ãîâîðèëîñü â ïàðàãðà�å 1, àêñèîìû âåðî-

ÿòíîñòè ïðåäñòàâëÿþò íå ÷òî èíîå, êàê ìàòåìàòè÷åñêîå

îòðàæåíèå �óíäàìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ îòíîñèòåëüíîé ÷à-

ñòîòû çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî äëÿ âîçìîæíîñòè ïðèìå-

íåíèÿ òåîðèè ìåðû è èíòåãðàëà Ëåáåãà ñâîéñòâî êîíå÷-

íîé àääèòèâíîñòè îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû ðàñøèðåíî äî

ñâîéñòâà ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè âåðîÿòíîñòè. Ïîñêîëüêó

ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó íå ïîëó÷åíî íè îäíîãî ðåçóëüòà-

òà, îñíîâàííîãî íà ïðèâåäåííîé àêñèîìàòèêå è ïðîòèâî-

ðå÷àùåãî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, òàêîå ðàñøèðåíèå

âïîëíå ïðèåìëåìî.

Òðîéêà (Ω, F , P ), ãäå Ω � ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàð-

íûõ èñõîäîâ, F � íåêîòîðàÿ σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ìíî-
æåñòâà Ω, P � âåðîÿòíîñòü (âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà) íà F ,
íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì èëè âåðî-

ÿòíîñòíîé ìîäåëüþ ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðè

ýòîì âåðîÿòíîñòü P � ýòî äåéñòâèòåëüíàÿ �óíêöèÿ, îïðå-

äåëåííàÿ íà êëàññå âñåõ ñîáûòèé F è óäîâëåòâîðÿþùàÿ

àêñèîìàì I-III. Â ìàòåìàòèêå íåîòðèöàòåëüíàÿ ñ÷åòíî-
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àääèòèâíàÿ �óíêöèÿ µ, îïðåäåëåííàÿ íà íåêîòîðîé σ-
àëãåáðå è òàêàÿ, ÷òî µ(∅) = 0, íàçûâàåòñÿ ìåðîé. Ìå-

ðà, äëÿ êîòîðîé µ(Ω) < ∞, íàçûâàåòñÿ âïîëíå êîíå÷íîé.

Åäèíñòâåííîå, ÷òî âûäåëÿåò âåðîÿòíîñòü èëè âåðîÿòíîñò-

íóþ ìåðó èç êëàññà âñåõ ìåð íà F , ýòî òî, ÷òî P (Ω) = 1.
Â òåîðèè ìåðû âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω, F , P ) ìû
áû íàçâàëè èçìåðèìûì ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåðîé P .

Íàïîìíèì îäèí âàæíûé �àêò èç òåîðèè ìåðû, êîòî-

ðûì ìû ÷àñòî áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ. Ìåðà µ íà èçìåðèìîì

ïðîñòðàíñòâå (Ω, F) íàçûâàåòñÿ σ-êîíå÷íîé, åñëè

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An} èçìåðèìûõ (ò.å.

ïðèíàäëåæàùèõ F) ìíîæåñòâ An òàêèõ, ÷òî Ω =
∞⋃

n=1
An

è µ(An) < ∞.

Òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè ìåðû. Ëþáàÿ σ-êîíå÷íàÿ
ìåðà µ ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì ïðîäîëæå-

íà ñ àëãåáðû A íà íàèìåíüøóþ σ-àëãåáðó F = σ(A), ñî-
äåðæàùóþ àëãåáðó A.

Íàïîìíèì, ÷òî ýòî îçíà÷àåò. Ïåðâîíà÷àëüíî ìåðà

µ îïðåäåëåíà íà àëãåáðå A. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìåðà µ1,

îïðåäåëåííàÿ íà F è òàêàÿ, ÷òî µ1(A) = µ(A) äëÿ âñåõ

A ∈ A, êîòîðàÿ è íàçûâàåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ìåðû µ ñ

àëãåáðû A íà σ-àëãåáðó F . Åäèíñòâåííîñòü ïðîäîëæåíèÿ
îçíà÷àåò, ÷òî åñëè µ1 è µ2 � äâå ìåðû íà F òàêèå, ÷òî

µ1(A) = µ2(A) = µ(A) äëÿ âñåõ A ∈ A, òî µ1(A) = µ2(A)
äëÿ âñåõ A ∈ F .

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ñëó÷àå äèñ-

êðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ âåðîÿò-

íîñòü îïðåäåëåíà íå äëÿ âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ, à ëèøü

íà íåêîòîðîé σ-àëãåáðå, òî íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âå-
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ðîÿòíîñòü ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà è ïðèòîì áåñêîíå÷-

íûì ÷èñëîì ñïîñîáîâ íà σ-àëãåáðó âñåõ ïîäìíîæåñòâ ïðî-
ñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Íàïðèìåð, åñëè áðîñà-

åòñÿ èãðàëüíàÿ êîñòü, òî Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü îïðåäåëåíà íà σ-àëãåáðå

F = {φ,Ω, A,A},

ãäå A = {1, 3, 5} � âûïàäåíèå íå÷åòíîãî ÷èñëà î÷êîâ, A =
{2, 4, 6} � âûïàäåíèå ÷åòíîãî ÷èñëà î÷êîâ. Ïóñòü

P (φ) = 0, P (Ω) = 1, P (A) = 1/2, P (A) = 1/2.

Åñëè ýëåìåíòàðíûì èñõîäàì 1,2,3 ïðèïèñàòü ïðîèçâîëü-

íûå âåðîÿòíîñòè p1 ≥ 0, p2 ≥ 0 p3 ≥ 0 òàêèå, ÷òî

p1 + p2 + p3 = P (A) = 1/2, à èñõîäàì 4,5,6 � âåðîÿòíîñòè

p4 ≥ 0, p5 ≥ 0, p6 ≥ 0 òàêèå, ÷òî p4+p5+p6 = P (A) = 1/2,
òî ïîëàãàÿ

P (A) =
∑

i∈A

pi, A ⊂ Ω,

ìû ïðîäîëæèì ïåðâîíà÷àëüíî çàäàííóþ íà F âåðî-

ÿòíîñòü íà σ-àëãåáðó âñåõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà

Ω. Äëÿ îáîáùåíèÿ ýòîé èäåè íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî

äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà Ω ðåøèòå ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Ω äèñêðåòíî, òî ëþáàÿ

σ-àëãåáðà åãî ïîäìíîæåñòâ ïîðîæäàåòñÿ íå áîëåå ÷åì

ñ÷åòíûì ðàçáèåíèåì Ω íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè.

Åñëè òåïåðü F ïîðîæäàåòñÿ ðàçáèåíèåì

D1, D2, . . . (D1 + D2 + ... = Ω), òî äëÿ ïðîäîëæåíèÿ

âåðîÿòíîñòè ñ σ-àëãåáðû, ïîðîæäåííîé ýòèì ðàçáèåíèåì,

íà σ-àëãåáðó âñåõ ïîäìíîæåñòâ Ω äîñòàòî÷íî íà êàæäîì
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àòîìå Dk ðàçáèåíèÿ ïðèïèñàòü êàæäîìó âõîäÿùåìó

â íåãî ýëåìåíòàðíîìó èñõîäó ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì

âåðîÿòíîñòü p(ω), ëèøü áû âûïîëíÿëîñü p(ω) ≥ 0 è∑
ω∈Dk

p(ω) = P (Dk). Âåðîÿòíîñòü äëÿ ëþáîãî A ⊂ Ω

îïðåäåëÿåì ñîãëàñíî êîíñòðóêòèâíî-àêñèîìàòè÷åñêîìó

îïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòè.

Èòàê, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî

ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ìîæíî ñ÷èòàòü èçìå-

ðèìûìè âñå ïîäìíîæåñòâà Ω (ò.å. â êà÷åñòâå σ-àëãåáðû F
áðàòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäìíîæåñòâ Ω). Ýòî îïðàâäû-

âàåò íàøå îïðåäåëåíèå ñîáûòèÿ â äèñêðåòíîì ïðîñòðàí-

ñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ êàê ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæå-

ñòâà Ω.

Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè.

1. Âåðîÿòíîñòü íåâîçìîæíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà íóëþ:

P (∅) = 0.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íå�îðìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå î âå-

ðîÿòíîñòè êàê îá "èäåàëüíîé" ÷àñòîòå ãëóáæå ïðîíèêëî

â ñîçíàíèå è ðàçâèâàëî âåðîÿòíîñòíóþ èíòóèöèþ, ïîëåç-

íî ïåðåä �îðìàëüíûì äîêàçàòåëüñòâîì êàæäîãî ñâîéñòâà

ïðîâåñòè åãî "÷àñòîòíîå" îáîñíîâàíèå. Òàê êàê íåâîç-

ìîæíîìó ñîáûòèþ íå áëàãîïðèÿòñòâóåò íè îäèí âîçìîæ-

íûé èñõîä, òî îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà íåâîçìîæíîãî ñî-

áûòèÿ ðàâíà 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó

Ω = Ω + ∅ + ∅ + ∅ + . . . ,

òî èñïîëüçóÿ àêñèîìû II è III, ïîëó÷èì:

1 = P (Ω) = P (Ω) + P (∅) + P (∅) + P (∅) + . . . ,
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îòêóäà

P (∅) + P (∅) + P (∅) + . . . = 0.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî P (∅) ≥ 0 ïî àêñèîìå I, èç ïîñëåäíåãî
ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî P (∅) = 0. �

2. Âåðîÿòíîñòü îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîíå÷íîé àä-

äèòèâíîñòè:

P (

n∑

k=1

Ak) =

n∑

k=1

P (Ak).

Çàäà÷à 2 (î÷åíü ïðîñòàÿ). Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ñâîéñòâî

ýêâèâàëåíòíî êîíå÷íîé àääèòèâíîñòè äëÿ äâóõ ñëàãàå-

ìûõ:

P (A1 + A2) = P (A1) + P (A2).

Ýòî ñâîéñòâî äëÿ îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû ïðîâåðÿëîñü

ðàíåå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ k = n + 1, n + 2, . . . ââåäåì
Ak = ∅. Íà îñíîâàíèè àêñèîìû III è ñâîéñòâà 1

P (

n∑

k=1

Ak) = P (

∞∑

k=1

Ak) =

∞∑

k=1

P (Ak) =

n∑

k=1

P (Ak).

�

3. Åñëè A ⊂ B, òî P (B − A) = P (B) − P (A).

Òàê êàê A ⊂ B, òî âñÿêèé ðàç, êîãäà A ïðîèñõî-

äèò, ïðîèñõîäèò B. Ïîýòîìó èç N ïðîâîäèìûõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ ÷èñëî òåõ èç íèõ, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò B − A,
ò.å. ïðîèñõîäèò B, íî íå ïðîèñõîäèò A, ðàâíî ðàçíîñòè

ìåæäó ÷èñëîì ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò B,
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è ÷èñëîì ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò A, ò.å.
N(B) − N(A). Ïî �îðìóëå (B1)

PN (B − A) =
N(B − A)

N
=

N(B) − N(A)

N
=

=
N(B)

N
− N(A)

N
= PN (B) − PN (A),

ò.å. îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó ñâîéñòâó.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè A ⊂ B, òî B =
A + (B − A). Ïî ñâîéñòâó 2 êîíå÷íîé àääèòèâíîñòè

P (B) = P (A) + P (B − A), îòêóäà ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå

ñâîéñòâî. �

4. Åñëè A ⊂ B, òî P (A) ≤ P (B).
Ýòî ñâîéñòâî äëÿ îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû ïðîâåðÿëîñü

ðàíåå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà

3 P (B − A) = P (B) − P (A), íî ïî àêñèîìå I íåîòðèöà-
òåëüíîñòè P (B − A) ≥ 0, ò.å. P (B) − P (A) ≥ 0, îòêóäà
P (A) ≤ P (B). �

Íàïîìíèì, ÷òî ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ

A1 è A2 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

A1∆A2 = (A1 \ A2) + (A2 \ A1).

5. Åñëè P (A1∆A2) = 0 òî P (A1) = P (A2). Îáðàòíîå,
âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî; íî åñëè A1 = A2, òî P (A1∆A2) =
0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ñâîéñòâó 2 êîíå÷íîé

àääèòèâíîñòè

P (A1∆A2) = P (A1 \ A2) + P (A2 \ A1) = 0.
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Ïî àêñèîìå I îáà ñëàãàåìûõ íåîòðèöàòåëüíû; ïîýòîìó

êàæäîå èç íèõ ðàâíî 0. Íî A1 \ A2 = A1 − (A1A2) è ïî

ñâîéñòâó 3 P (A1 \ A2) = P (A1) − P (A1A2) = 0, îòêóäà
P (A1) = P (A1A2). Àíàëîãè÷íî, P (A2) = P (A1A2). Îòñþ-
äà P (A1) = P (A2).

Çàäà÷à 3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî èç

P (A1) = P (A2) íå ñëåäóåò P (A1∆A2) = 0.

6. Äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

0 ≤ P (A) ≤ 1.

Òàê êàê 0 ≤ N(A) ≤ N , òî äëÿ îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû

ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî àêñèîìå I íåîòðèöàòåëüíî-

ñòè P (A) ≥ 0. Òàê êàê ëþáîå ñîáûòèå A ⊂ Ω, òî ïî

ñâîéñòâó 4 èìååì P (A) ≤ P (Ω), íî â ñèëó àêñèîìû II

P (Ω) = 1. �

7. Èìååò ìåñòî îáîáùåííàÿ òåîðåìà ñëîæåíèÿ:

P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (AB).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñ÷èòàòü ÷èñëî ýêñïåðèìåíòîâ, â êî-

òîðûõ ïðîèçîøëî ñîáûòèå A∪B, ò.å. õîòÿ áû îäíî èç ñî-

áûòèé A èëè B, íàäî ñëîæèòü ÷èñëî ýêñïåðèìåíòîâ, â êî-
òîðûõ ïðîèçîøëî A, ñ ÷èñëîì ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ

ïðîèçîøëî B. Ïðè ýòîì ýêñïåðèìåíòû, â êîòîðûõ îíè

ïðîèñõîäèëè îäíîâðåìåííî, ó÷èòûâàþòñÿ â îáîèõ ñëàãàå-

ìûõ. Ïîýòîìó èç ïîëó÷åííîé ñóììû íàäî âû÷åñòü ÷èñëî

òàêèõ ýêñïåðèìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì,

N(A ∪ B) = N(A) + N(B) − N(AB).
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò ñâîéñòâî 7 âû-

ïîëíÿåòñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, A∪B = A+(B−AB).
Â ñèëó êîíå÷íîé àääèòèâíîñòè âåðîÿòíîñòè (ñâîéñòâî 2)

P (A∪B) = P (A+(B−AB)) = P (A)+P (B−AB). (4.2)

Òàê êàê AB ⊂ B, òî ïî ñâîéñòâó 3

P (B − AB) = P (B) − P (AB). (4.3)

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøèòñÿ, åñëè ïîäñòàâèòü (4.3) â

(4.2). �

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ïðîèçâîëü-

íîå êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ.

7′. P (A1 ∪A2 ∪ . . .∪An) = P (A1)+P (A2)+ . . .+P (An)−

−P (A1A2) − P (A1A3) − . . . − P (An−1An) + . . . +

+(−1)n+1P (A1A2 . . . An).

Íàïðèìåð, äëÿ òðåõ ñëàãàåìûõ ñâîéñòâî èìååò âèä

P (A1 ∪ A2 ∪ A3) = P (A1) + P (A2) + P (A3)−

−P (A1A2) − P (A1A3) − P (A2A3) + P (A1A2A3).

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå ñâîéñòâî 7′.

8. Âåðîÿòíîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà

P (A) = 1 − P (A).

Òàê êàê âî âñÿêîì ýêñïåðèìåíòå ïðîèñõîäèò îäíî è

òîëüêî îäíî èç ñîáûòèé A, A, òî ÷èñëî ýêñïåðèìåíòîâ, â
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êîòîðûõ ïðîèñõîäèò A, ïîëó÷àåòñÿ âû÷èòàíèåì èç ÷èñ-

ëà âñåõ ýêñïåðèìåíòîâ ÷èñëà ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ

ïðîèñõîäèò A:
N(A) = N − N(A).

Ïîýòîìó ñâîéñòâî 8 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ îòíîñèòåëüíîé

÷àñòîòû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîòèâîïî-

ëîæíîãî ñîáûòèÿ A = Ω − A, ïðè÷åì A ⊂ Ω; ïî ñâîéñòâó
3 P (A) = P (Ω) − P (A). Îñòàåòñÿ òîëüêî ó÷åñòü, ÷òî

P (Ω) = 1 ïî àêñèîìå II. �

9. Åñëè ñîáûòèÿ H1, H2, . . . , Hn îáðàçóþò ïîëíóþ

ãðóïïó, òî

P (H1) + P (H2) + . . . + P (Hn) = 1.

×àñòîòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòîãî ñâîéñòâà òàêàÿ æå,

êàê äëÿ ñâîéñòâà 8, íî òîëüêî íå äëÿ äâóõ, à äëÿ n ñî-

áûòèé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëíîé ãðóïïû

H1 + H2 + . . . + Hn = Ω; ïî ñâîéñòâó 2 êîíå÷íîé àääèòèâ-

íîñòè

P (H1) + P (H2) + . . . + P (Hn) = P (Ω) = 1. �

Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî 8 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì

ñâîéñòâà 9 ïðè n = 2, ïîñêîëüêó A è A ÿâëÿþòñÿ ïðî-

òèâîïîëîæíûìè ñîáûòèÿìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îíè îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó èç äâóõ ñîáûòèé. Çàìåòèì

òàêæå, ÷òî ñâîéñòâî 9 èìååò ìåñòî è äëÿ ñëó÷àÿ ïîëíîé

ãðóïïû èç ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñîáûòèé (â äîêàçàòåëüñòâå

âìåñòî êîíå÷íîé àääèòèâíîñòè íàäî ïðèìåíèòü ñ÷åòíóþ
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âåðîÿòíîñòåé

àääèòèâíîñòü).

10. Âåðîÿòíîñòü îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëóàääè-

òèâíîñòè:

P (

∞⋃

n=1

An) ≤
∞∑

n=1

P (An).

Çàìå÷àíèå 2. Ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ êîíå÷-

íîãî ÷èñëà ñîáûòèé.

Î÷åâèäíî, ÷èñëî ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ ïðîèñ-

õîäèò õîòÿ áû îäíî èç ñîáûòèé, íå ïðåâîñõîäèò ñóììû

÷èñëà ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò êàæäîå

ñîáûòèå. Ïîýòîìó äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîáûòèé ýòî

ñâîéñòâî äëÿ îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò âûïîëíÿåòñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê

∞⋃

n=1

An = A1 + A1 A2 + A1 A2 A3 + . . . ,

òî â ñèëó ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè è ñâîéñòâà 4

P (
∞⋃

n=1

An) = P (A1) + P (A1 A2) + P (A1 A2 A3) + . . . ≤

≤ P (A1) + P (A2) + P (A3) + . . . . �

Ïðåæäå, ÷åì �îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî,

ââåäåì âàæíîå äëÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïîíÿòèå ñõîäè-

ìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 4.7. �îâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ìíîæåñòâ {An} ñõîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó A ñíèçó è
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ïèøóò An ↑ A, åñëè A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . . è A =
∞⋃

n=1
An.

�îâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ {An} ñõî-

äèòñÿ ê ìíîæåñòâó A ñâåðõó è ïèøóò An ↓ A, åñëè

A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . . è A =
∞⋂

n=1
An.

11. Ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè. Âå-

ðîÿòíîñòü íåïðåðûâíà ñíèçó, ò.å. åñëè An ↑ A, òî

P (An) → P (A). Âåðîÿòíîñòü íåïðåðûâíà ñâåðõó, ò.å. åñ-
ëè An ↓ A, òî P (An) → P (A).

Ýòî ñâîéñòâî íå ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî â

òåðìèíàõ îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû, òàê êàê ñâÿçàíî ñ

áåñêîíå÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ìíîæåñòâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó An ∈ F , òî äëÿ îáîèõ
ñëó÷àåâ A ∈ F . Ïóñòü An ↑ A. Òàê êàê An ⊂ An+1, òî

A =
∞⋃

n=1
An = A1 + (A2 − A1) + (A3 − A2) + . . . . Ïî

àêñèîìå III ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè è ñâîéñòâó 3

P (A) = P (A1) + P (A2 −A1) + P (A3 −A2) + . . . = P (A1)+

+[P (A2)−P (A1)]+ +[(P (A3)−P (A2)]+ . . . = lim
n→∞

P (An)

(âåäü ÷àñòíàÿ ñóììà ïîñëåäíåãî ðÿäà ðàâíà P (An)). Î÷å-
âèäíî, ñõîäèìîñòü P (An) ê P (A) � ìîíîòîííàÿ.

Ïóñòü òåïåðü An ↓ A. Íåòðóäíî ïîíÿòü èç îïðåäåëå-

íèÿ 4.7, ÷òî òîãäà An ↑ A. Ïî äîêàçàííîìó P (An) →
P (A). Â ñèëó ñâîéñòâà 8 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 1 − P (An) →
1−P (A), îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî P (An) → P (A).
�

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè P � êîíå÷íî-

àääèòèâíàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâ, îïðåäåëåííàÿ íà σ-
àëãåáðå F , òî ñëåäóþùèå 4 óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

68



� 5. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü. Íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé...

1) P ñ÷åòíî-àääèòèâíà;

2) P íåïðåðûâíà ñíèçó, ò.å.

åñëè An ∈ F , An ↑ A, òî lim
n→∞

P (An) = P (A);

3) P íåïðåðûâíà ñâåðõó, ò.å.

åñëè An ∈ F , An ↓ A, òî lim
n→∞

P (An) = P (A);

4) P íåïðåðûâíà â "íóëå" (ïóñòîì ìíîæåñòâå), ò.å.

åñëè An ∈ F , An ↓ ∅, òî lim
n→∞

P (An) = 0.

Ïîäâîäÿ èòîã, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü èëè

âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà � ìåðà, îïðåäåëåííàÿ íà σ-àëãåáðå
F èçìåðèìîãî ïðîñòðàíñòâà (Ω, F), óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ P (Ω) = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, îáëàäàþùàÿ âñåìè

ñâîéñòâàìè âïîëíå êîíå÷íîé ìåðû.

� 5. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü. Íåçàâèñèìîñòü

ñîáûòèé. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè è

�îðìóëà Áàéåñà

×àñòî áûâàåò íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü ñîáû-

òèÿ B â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íàñòóïèëî íåêîòîðîå ñîáû-

òèå A, èìåþùåå îòëè÷íóþ îò íóëÿ âåðîÿòíîñòü. Äëÿ ýòî-

ãî åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå ýêñïåðèìåíòû, â

êîòîðûõ ïðîèñõîäèò A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â N ýêñïåðè-

ìåíòàõ A ïðîèçîøëî N(A) ðàç, AB ïðîèçîøëî N(AB)
ðàç. Åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òå ýêñïåðèìåíòû, â
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êîòîðûõ ïðîèñõîäèò A, òî ñðåäè íèõ ñîáûòèå B ïðîèñ-

õîäèò N(AB) ðàç. Ïîýòîìó îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà B ïðè

óñëîâèè, ÷òî A íàñòóïèëî, ðàâíà

PN (B/A) =
N(AB)

N(A)
=

N(AB)
N

N(A)
N

. (5.1)

Ïîñêîëüêó ïðè áîëüøèõ N îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà

N(AB)
N

ñòàáèëèçèðóåòñÿ îêîëî âåðîÿòíîñòè P (AB), à îòíîñè-

òåëüíàÿ ÷àñòîòà

N(A)
N � îêîëî âåðîÿòíîñòè P (A), òî, êàê

âèäíî èç (5.1), óñëîâíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà PN (B/A)

áóäåò ñòàáèëèçèðîâàòüñÿ îêîëî ÷èñëà P (B/A) = P (AB)
P (A) .

Ýòî ïîêàçûâàåò åñòåñòâåííîñòü ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ

óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïóñòü (Ω, F , P ) � âåðîÿòíîñòíîå

ïðîñòðàíñòâî, A è B � ñîáûòèÿ (ò.å. A,B ∈ F), ïðè÷åì
P (A) 6= 0. Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ B îòíî-

ñèòåëüíî A èëè ïðè óñëîâèè A íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

P (B/A) =
P (AB)

P (A)
. (5.2)

Òåîðåìà 5.2. Ïðè �èêñèðîâàííîì A òàêîì, ÷òî

P (A) 6= 0, óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü P (B/A) êàê �óíêöèÿ

ìíîæåñòâà B ∈ F ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ (âåðîÿò-

íîñòíîé ìåðîé) íà F .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî �îðìóëå (5.2) êàæäîìó B ∈

F ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî P (B/A).
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå àêñèîì I-III. Òàê êàê

P (AB) ≥ 0, P (B) > 0, òî äëÿ ëþáîãî B ∈ F áóäåò
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P (B/A) ≥ 0, ò.å. ñïðàâåäëèâà àêñèîìà I. Äàëåå, ïîñêîëü-
êó AΩ = A, òî

P (Ω/A) =
P (AΩ)

P (A)
=

P (A)

P (A)
= 1.

Íàêîíåö, åñëè B1, B2, B3, . . . ïîïàðíî íå ïåðå-

ñåêàþòñÿ, òî òåì áîëåå ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþò-

ñÿ AB1, AB2, AB3, . . . êàê èõ ÷àñòè. Ïîýòîìó

A(B1 + B2 + B3 + . . . ) = AB1 + AB2 + AB3 + . . . ,
ñëåäîâàòåëüíî,

P
( ∞∑

n=1

Bn/A
)

=

P
(
A

( ∞∑
n=1

Bn

))

P (A)
=

P
( ∞∑

n=1
ABn

)

P (A)
=

=

∞∑
n=1

P (ABn)

P (A)
=

∞∑

n=1

P (ABn)

P (A)
=

∞∑

n=1

P (Bn/A),

ò.å. âûïîëíåíà àêñèîìà III. �

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ïðè �èêñèðî-

âàííîì A îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè (îáû÷íîé) âåðîÿò-

íîñòè. Íàïðèìåð, P (B/A) = 1 − P (B/A); åñëè Bn ↑
B, òî P (Bn/A) → P (B/A). Èòàê, åñëè ðàññìàòðèâàòü

òîëüêî òå ýêñïåðèìåíòû, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ñîáûòèå

A, òî èõ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñò-

íîå ïðîñòðàíñòâî (Ω, F , P (·/A)). Èíîãäà áûâàåò óäîáíî

ðàññìàòðèâàòü ñóæåíèå ìåðû P (·/A) íà ìíîæåñòâî A.
Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå σ-àëãåáðû áåðåòñÿ A ∩ F =
{A ∩ C : C ∈ F}, è òîãäà âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

� (A, A ∩ F , P (·/A)).
Ïîëåçíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ

óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè â ÷àñòíîì ñëó÷àå êîíå÷íîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ðàâíîâåðîÿòíûõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω =
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{ω1, ω2, . . . , ωn}. Ïóñòü ñîáûòèþ A áëàãîïðèÿòñòâóåò nA

ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, ñîáûòèþ AB � nAB ýëåìåíòàðíûõ

èñõîäîâ. Ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè

P (B/A) =
P (AB)

P (A)
=

nAB/n

nA/n
=

nAB

nA
. (5.3)

Åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå ýêñïåðèìåíòû, â êîòîðûõ

A ïðîèñõîäèò, òî nA � ÷èñëî âñåõ âîçìîæíûõ èñõîäîâ,

nAB � ÷èñëî èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ B. Òàêèì
îáðàçîì, âû÷èñëåíèå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ïî �îðìóëå

(5.3) ïðîèñõîäèò ïî òîìó æå ñàìîìó êëàññè÷åñêîìó îïðå-

äåëåíèþ, ÷òî è âû÷èñëåíèå (áåçóñëîâíîé) âåðîÿòíîñòè:

ýòî îòíîøåíèå ÷èñëà áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ èñõîäîâ ê ÷èñ-

ëó âñåõ âîçìîæíûõ èñõîäîâ. Òîëüêî ïðè ýòîì èñêëþ÷à-

þòñÿ ýêñïåðèìåíòû, â êîòîðûõ A íå ïðîèñõîäèò.

Èç îïðåäåëåíèÿ 5.1 ñëåäóåò, ÷òî

P (AB) = P (A) · P (B/A). (5.4)

Ôîðìóëó (5.4) íàçûâàþò�îðìóëîé èëè äàæå òåîðåìîé

óìíîæåíèÿ. Òàêîå "ãðîìêîå" íàçâàíèå ýëåìåíòàðíîãî

ñëåäñòâèÿ îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè èñòî-

ðè÷åñêè îïðàâäàíî, òàê êàê ïåðâîíà÷àëüíî óñëîâíàÿ

âåðîÿòíîñòü ââîäèëàñü è äîëãî èñïîëüçîâàëàñü òîëüêî

â óñëîâèÿõ êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñ

ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (5.3). Ïðè ýòîì (5.4) òðåáîâàëî

äîêàçàòåëüñòâà è ïîòîìó íàçûâàëîñü òåîðåìîé.

Òåîðåìà óìíîæåíèÿ äëÿ N ñîáûòèé. Åñëè

A1, A2, . . . , An � ñîáûòèÿ è P (A1A2 . . . An−1) 6= 0, òî

P (A1A2 . . . An) = P (A1)P (A2/A1)P (A3/A1A2) . . .

. . . P (An/A1A2 . . . An−1).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ �îðìóëû óìíîæåíèÿ (5.4):

P (A1 . . . An−1An) = P (A1 . . . An−1)P (An/A1 . . . An−1) =

= P (A1 . . . An−2)P (An−1/A1 . . . An−2)P (An/A1 . . . An−1) =

= P (A1A2)P (A3/A1A2) . . . P (An−1/A1A2 . . . An−2)·
·P (An/A1A2 . . . An−1) = P (A1)P (A2/A1)P (A3/A1A2) . . .

. . . P (An/A1A2 . . . An−1). �

Ïðèìåð 1. Ñòóäåíò çíàåò 20 èç 25 âîïðîñîâ. Êàêîâà

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí îòâåòèò íà òðè íàóäà÷ó ïîñòàâ-

ëåííûå åìó ïðåïîäàâàòåëåì âîïðîñà?

Ââåäåì ñîáûòèÿ: A = {ñòóäåíò îòâåòèò íà òðè

âîïðîñà}, Ai = {ñòóäåíò îòâåòèò íà i-é ïî ñ÷åòó

âîïðîñ}, i = 1, 2, 3. Î÷åâèäíî, A = A1A2A3. Åñëè ñòó-

äåíò îòâåòèë íà 1-é âîïðîñ, òî âñåãî îñòàåòñÿ 24 "âà-

êàíòíûõ" âîïðîñà, èç íèõ ñòóäåíò çíàåò 19, ïîýòîìó

P (A2/A1) = 19/24. Åñëè ñòóäåíò îòâåòèë íà ïåðâûå äâà

âîïðîñà, òî îñòàåòñÿ 23 "âàêàíòíûõ" âîïðîñà, èç íèõ ñòó-

äåíò çíàåò 18, ñëåäîâàòåëüíî, P (A3/A1A2) = 18/23. Ïî
òåîðåìå óìíîæåíèÿ äëÿ 3-õ ñîáûòèé

P (A) = P (A1A2A3) = P (A1)P (A2/A1)P (A3/A1A2) =

=
20

25
· 19

24
· 18

23
=

57

115
<

1

2
.

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ êëàññè-

÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ïðèâîäèò ê òîìó æå ðåçóëüòàòó (÷òî

íåóäèâèòåëüíî) â �îðìå

P (A) =
C3

20

C3
25

=
57

115
.
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�àññìîòðèì ïðèìåð 10 èç òðåòüåãî ïàðàãðà�à, ê

êîòîðîìó ïðèìåíÿëîñü ðàíåå êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå:

Ïðèìåð 2. Â ÷óëàíå íàõîäèòñÿ n ïàð áîòèíîê. Èç íèõ

íàóäà÷ó âûáèðàþòñÿ 2r áîòèíîê (2r < n). Êàêîâà âåðî-

ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ áîòèíîê îòñóòñòâóþò

ïàðíûå?

Ââåäåì ñîáûòèÿ: A = {ñðåäè âûáðàííûõ áîòèíîê îò-

ñóòñòâóþò ïàðíûå}, Ai = {ñðåäè ïåðâûõ i âûáðàííûõ
áîòèíîê îòñóòñòâóþò ïàðíûå}, i = 2, 3, . . . , 2r. Î÷åâèä-
íî, A = A2A3 . . . A2r. Ïî òåîðåìå óìíîæåíèÿ

P (A) = P (A2A3 . . . A2r) = P (A2)P (A3/A2)P (A4/A2A3) . . .

. . . P (A2r−1/A2A3 . . . A2r−2)P (A2r/A2A3 . . . A2r−1) =

=
2n − 2

2n − 1
· 2n − 4

2n − 2
· 2n − 6

2n − 3
· . . . · 2n − 4r + 4

2n − 2r + 2
· 2n − 4r + 2

2n − 2r + 1
=

=
22r−1(n − 1)(n − 2) . . . (n − 2r + 2)

(2n − 1)(2n − 2) . . . (2n − 2r + 1)
=

22rn!(2n − 2r)!

(2n)!(n − 2r)!
=

=
22rC2r

n

C2r
2n

.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ

íåçàâèñèìûìè, åñëè P (AB) = P (A)P (B).

Ïðèìåð 3. Íàóäà÷ó ïîäáðàñûâàþòñÿ äâå ïðàâèëü-

íûå ìîíåòû. Ïóñòü A = {âûïàäåíèå ãåðáà íà ïåðâîé

ìîíåòå}, B = {âûïàäåíèå ãåðáà íà âòîðîé ìîíåòå}.
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Â äàííîì ñëó÷àå Ω = {(ã,ã),(ã,ð),(ð,ã), (ð,ð)}, A =
{(ã,ã),(ã,ð)}, B = {(ã,ã), (ð,ã)}, AB = {(ã,ã)}. Ïîýòîìó

P (AB) =
1

4
=

1

2
· 1

2
=

2

4
· 2

4
= P (A)P (B),

ò.å. A è B íåçàâèñèìû.

Ïðèìåð 4. Â ïðÿìîóãîëüíèê

Ω = {(x, y) ∈ R
2 : 0 ≤ x ≤ 6, 0 ≤ y ≤ 3}

"íàóäà÷ó" áðîñàåòñÿ òî÷êà (ñëîâî "íàóäà÷ó" îçíà÷àåò,

÷òî èìååò ìåñòî îïðåäåëåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíî-

ñòè). Ïóñòü

A = {òî÷êà ïîïàäåò â ïðÿìîóãîëüíèê A = {(x, y) ∈ R
2 :

0 ≤ x ≤ 6, 0 ≤ y ≤ 2}},
B = {òî÷êà ïîïàäåò â ïðÿìîóãîëüíèê B = {(x, y) ∈ R

2 :

2 ≤ x ≤ 4, 0 ≤ y ≤ 3}}.
Òîãäà AB = {(x, y) : 2 ≤ x ≤ 4, 0 ≤ y ≤ 2}. Åñëè S(Π) �
ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà Π, òî

P (AB) =
S(AB)

S(Ω)
=

2 · 2
3 · 6 =

2

9
, P (A) =

S(A)

S(Ω)
=

2 · 6
3 · 6 =

2

3
,

P (B) =
S(B)

S(Ω)
=

2 · 3
3 · 6 =

1

3
,

ò.å. P (AB) = P (A)P (B). Çíà÷èò A è B íåçàâèñèìû (ñì.

�èñ.2).
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2 4 60

2

3

x

y

AB
A

B W

�èñ.2

Ñâîéñòâà.

1. Ëþáîå ñîáûòèå è ñîáûòèå, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî

ðàâíà íóëþ, íåçàâèñèìû.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A � ëþáîå ñîáûòèå,

P (B) = 0. Òàê êàê AB ⊂ B, òî P (AB) ≤ P (B) = 0,
îòêóäà P (AB) = 0. Ïîýòîìó P (AB) = 0 = P (A) · 0 =
P (A)P (B). �

Â ÷àñòíîñòè, íåâîçìîæíîå ñîáûòèå íå çàâèñèò îò

ëþáîãî ñîáûòèÿ è äàæå îò ñàìîãî ñåáÿ.

2. Ëþáîå ñîáûòèå è ñîáûòèå, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî

ðàâíà åäèíèöå, íåçàâèñèìû.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A � ëþáîå ñîáûòèå,

P (B) = 1. Òàê êàê P (A) = P (AB) + P (AB), P (AB) ≤
P (B) = 1 − P (B) = 0, òî P (AB) = P (A) = P (A) · 1 =
P (A)P (B), ò.å. A è B íåçàâèñèìû. �
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Â ÷àñòíîñòè, äîñòîâåðíîå ñîáûòèå íå çàâèñèò îò

ëþáîãî ñîáûòèÿ è äàæå îò ñàìîãî ñåáÿ.

3. Ñîáûòèå íå çàâèñèò îò ñàìîãî ñåáÿ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà åãî âåðîÿòíîñòü ðàâíà íóëþ èëè åäèíèöå (ò.å.

îíî îòëè÷àåòñÿ îò ∅ èëè îò Ω íà ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòè

íîëü).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ñîáûòèå èìååò âåðîÿòíîñòü

0 èëè 1, òî îíî íå çàâèñèò îò ñàìîãî ñåáÿ ïî ñâîéñòâàì 1

è 2. Îáðàòíî, ïóñòü ñîáûòèå A íå çàâèñèò îò ñàìîãî ñåáÿ,

ò.å. P (AA) = P (A)P (A). Òîãäà P (A) = [P (A)]2, îòêóäà
P (A) ðàâíî 0 èëè 1. �

4. Ïóñòü A, B ∈ F , P (A) 6= 0. Ñîáûòèÿ A è B íåçàâè-

ñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P (B/A) = P (B).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè A è B íåçàâèñèìû, òî, èñ-

ïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè è íåçàâèñè-

ìîñòè, ïîëó÷èì

P (B/A) =
P (AB)

P (A)
=

P (A)P (B)

P (A)
= P (B).

Îáðàòíî, ïóñòü P (B/A) = P (B). Ïî òåîðåìå óìíîæå-
íèÿ (5.4)

P (AB) = P (A)P (B/A) = P (A)P (B),

ò.å. A è B íåçàâèñèìû. �

Çàìå÷àíèå 1. Äàííîå ñâîéñòâî äîëãîå âðåìÿ ñëóæèëî

îïðåäåëåíèåì íåçàâèñèìîñòè. Åñëè P (A) 6= 0, òî B íå

çàâèñèò îò A, êîãäà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B íå çàâèñèò

îò òîãî, ïðîèçîøëî ñîáûòèå A èëè íåò. Èíûìè ñëîâàìè,

íà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ
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î òîì, ÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå A, íå îêàçûâàåò íèêà-

êîãî âëèÿíèÿ. Îäíàêî ïðè îïðåäåëåíèè íåçàâèñèìîñòè

ñîáûòèé ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâà 4 òåðÿåòñÿ âûðîæäåííûé

ñëó÷àé P (A) = 0. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèíÿòî

áîëåå ñèììåòðè÷íîå ïî îòíîøåíèþ ê A è B îïðåäåëåíèå

íåçàâèñèìîñòè 5.3. Â ñâÿçè ñ âûøåèçëîæåííûì âåñüìà

ïðàâäîïîäîáíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèíöèï, êîòîðûé

î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå: åñëè ñîáûòèÿ

A è B íå ñâÿçàíû ïðè÷èííî, òî îíè íåçàâèñèìû.

Íàïðèìåð, åñëè A = { â òå÷åíèå áëèæàéøèõ ñóòîê

ïðîèçîéäåò èçâåðæåíèå âóëêàíà íà Êàì÷àòêå}, B = {â
òå÷åíèå áëèæàéøèõ ñóòîê â Íüþ-Éîðêå îñóùåñòâèòñÿ

òåððîðèñòè÷åñêèé àêò}, òî A è B íåçàâèñèìû, òàê

êàê íå ñâÿçàíû ïðè÷èííî. Ïðèâåäåííûé ïðèíöèï ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêèì ïðàâèëîì, à íå ìàòåìàòè÷åñêèì

óòâåðæäåíèåì õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå

íà äàííûé ìîìåíò íåâîçìîæíî äàòü ñòðîãîå ìàòåìà-

òè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ïðè÷èííîé ñâÿçàííîñòè

ñîáûòèé. Ïîñêîëüêó ïðèìåíåíèå ýòîãî ïðèíöèïà ïîêà íå

ïðèâîäèëî ê ïðîòèâîðå÷èÿì ñ îïûòîì, åãî ìîæíî ñ÷è-

òàòü ðàçóìíûì. Îòìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå îïðåäåëåíèå

5.3 íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé äàæå øèðå: ìîæíî ïðèâåñòè

ïðèìåðû ïðè÷èííî ñâÿçàííûõ ñîáûòèé, íåçàâèñèìûõ â

ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 5.3.

5. Åñëè ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû, òî A è B íåçàâè-

ñèìû.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñ�îðìóëèðîâàííîãî ïðèíöèïà ýòî

óòâåðæäåíèå âåñüìà ïðàâäîïîäîáíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê AB ⊂ A, AB =
A − AB, òî ïî ñâîéñòâó 3 èç ÷åòâåðòîãî ïàðàãðà-

�à P (AB) = P (A) − P (AB) = P (A) − P (A)P (B) =
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P (A)(1 − P (B)) = P (A)P (B), ò.å. A è B íåçàâèñèìû.

�

Êàê ïîêàçàë ìíîãîëåòíèé îïûò ïðåïîäàâàíèÿ,

ñòóäåíòû ÷àñòî ïóòàþò ïîíÿòèÿ íåçàâèñèìîñòè è íåñîâ-

ìåñòèìîñòè ñîáûòèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäëàãàåòñÿ

ñëåäóþùàÿ çàäà÷à.

Çàäà÷à 1. Óñòàíîâèòå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû íåñîâìåñòèìûå ñîáûòèÿ A è B
áûëè íåçàâèñèìûìè. Îòâåò äàéòå â �îðìå: ïî êðàéíåé

ìåðå îäíî èç ñîáûòèé A èëè B îáëàäàåò íåêîòîðûì

ñâîéñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 5.4. Ñîáûòèÿ A1, A2, . . . , An íàçûâà-

þòñÿ íåçàâèñèìûìè (â ñîâîêóïíîñòè), åñëè

P (AiAj) = P (Ai)P (Aj) ∀ i, j = 1, n; i 6= j; (5.5)

P (AiAjAk) = P (Ai)P (Aj)P (Ak) ∀ i, j, k = 1, n;

i 6= j; i 6= k; j 6= k;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

P (A1A2 . . . An) = P (A1)P (A2) . . . P (An).

Åñòåñòâåííî íàçâàòü ñîáûòèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå

(5.5), ïîïàðíî íåçàâèñèìûìè. Íà ïåðâûé âçãëÿä

ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî äëÿ íåçàâèñèìîñòè â ñîâîêóï-

íîñòè äîñòàòî÷íî ïîïàðíîé íåçàâèñèìîñòè. Íà ñàìîì

äåëå ýòî íå òàê, ÷òî ïîêàçûâàåò êëàññè÷åñêèé ïðèìåð
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Áåðíøòåéíà.

Ïðèìåð 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàíè òåòðàýäðà îêðà-

øåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðâàÿ � â êðàñíûé öâåò, âòî-

ðàÿ � â ñèíèé öâåò , òðåòüÿ � â çåëåíûé öâåò, ÷åòâåð-

òàÿ � âî âñå òðè öâåòà. Òåòðàýäð ïîäáðàñûâàåòñÿ íàóäà-

÷ó è âûïàâøåé ñ÷èòàåòñÿ ãðàíü, ïîïàäàþùàÿ â îñíîâà-

íèå. Ââåäåì ñîáûòèÿ: A = { íà âûïàâøåé ãðàíè èìååòñÿ

êðàñíûé öâåò}, B = {íà âûïàâøåé ãðàíè èìååòñÿ ñèíèé

öâåò}, C = {íà âûïàâøåé ãðàíè èìååòñÿ çåëåíûé öâåò}.
Î÷åâèäíî,

P (AB) = P (AC) = P (BC) =
1

4
=

2

4
· 2

4
=

= P (A)P (B) = P (A)P (C) = P (B)P (C),

ò.å. ñîáûòèÿ A, B è C ïîïàðíî íåçàâèñèìû. Îäíàêî

P (ABC) =
1

4
6= 1

8
= P (A)P (B)P (C),

ò.å. A, B è C íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè.

Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü ñîáûòèå A ìîæåò ïðîèñõî-

äèòü òîëüêî ñ îäíèì èç ñîáûòèé H1, H2, . . . , Hn. Òîãäà

èìååò ìåñòî �îðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè:

P (A) =

n∑

i=1

P (Hi)P (A/Hi).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî óñëîâèþ A ïðîèñõîäèò òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîèñõîäèò õîòÿ áû îäíî èç ñîáû-

òèé AH1, AH2, . . . , AHn, ò.å. A = AH1∪AH2∪ . . .∪AHn.

Òàê êàê A ìîæåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî ñ îäíèì èç ñîáûòèé
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H1, H2, . . . , Hn, òî AH1, AH2, . . . , AHn ïîïàðíî íåñîâ-

ìåñòèìû, ñëåäîâàòåëüíî, A = AH1 + AH2 + . . . + AHn.

Â ñèëó êîíå÷íîé àääèòèâíîñòè âåðîÿòíîñòè P (A) =
P (AH1) + P (AH2) + . . . + P (AHn). Èñïîëüçóÿ òåîðå-

ìó óìíîæåíèÿ, ïîëó÷àåì: P (A) = P (H1)P (A/H1) +
P (H2)P (A/H2) + . . . + P (Hn)P (A/Hn). �

Çàìå÷àíèå 2. Ôîðìàëüíî â óñëîâèè òåîðåìû íàäî

äîáàâèòü, ÷òî P (Hi) 6= 0, i = 1, n, äëÿ òîãî, ÷òîáû áûëè

îïðåäåëåíû óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè P (A/Hi). Îäíàêî â

ýòîì ñëó÷àå �îðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ïðèìåíèìà,

åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå P (Hi) = 0 íà íåîïðåäå-

ëåííóþ âåëè÷èíó P (A/Hi) ðàâíî íóëþ.

Çàìå÷àíèå 3. Óñëîâèÿ òåîðåìû 5.5 çàâåäîìî âûïîë-

íÿþòñÿ, åñëè A ìîæåò ïðîèñõîäèòü õîòÿ áû ñ îäíèì èç

ñîáûòèé H1, H2, . . . , Hn, ÿâëÿþùèõñÿ ïîïàðíî íåñîâ-

ìåñòèìûìè. ×àùå âñåãî �îðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

ïðèìåíÿåòñÿ, êîãäà H1, H2, . . . , Hn îáðàçóþò ïîëíóþ

ãðóïïó, ò.å.

n∑
i=1

Hi = Ω. Òîãäà òåì áîëåå âûïîëíåíî

A =
n∑

i=1
AHi, ò.å. óñëîâèÿ òåîðåìû 5.5. Ïîñêîëüêó â ýòîì

ñëó÷àå â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà äîëæíî ïðîèçîéòè

îäíî è òîëüêî îäíî èç ñîáûòèé H1, H2, . . . , Hn, òî ýòè

ñîáûòèÿ ÷àñòî íàçûâàþò ãèïîòåçàìè. Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A íàäî ñëîæèòü

ïî âñåì âîçìîæíûì ãèïîòåçàì ïðîèçâåäåíèÿ âåðîÿò-

íîñòåé ãèïîòåç íà óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè A ïðè ýòèõ

ãèïîòåçàõ.

Çàìå÷àíèå 4. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè îñòàåò-
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ñÿ ñïðàâåäëèâîé è â ñëó÷àå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñîáûòèé

H1, H2, . . . . Ïðîñòî ïðè äîêàçàòåëüñòâå íàäî âìåñòî

êîíå÷íîé àääèòèâíîñòè èñïîëüçîâàòü ñ÷åòíóþ àääèòèâ-

íîñòü âåðîÿòíîñòè.

Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ïðèâåäåíà â �îðìå

òåîðåìû óìûøëåííî ñ òåì, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü åå èñ-

êëþ÷èòåëüíóþ âàæíîñòü äëÿ âñåé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

(âåäü äîêàçàòåëüñòâî òðèâèàëüíî). Ýòà �îðìóëà ÿâëÿ-

åòñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ("ðàáî÷åé ëîøàäêîé") â

áîëüøèíñòâå òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé è ðàçíîîáðàç-

íûõ ïðèëîæåíèÿõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ê ïðàêòè÷åñêèì

çàäà÷àì.

Ïðèìåð 5. Èç ïåðâîé óðíû, ñîäåðæàùåé 2 áåëûõ è 3

÷åðíûõ øàðà, íàóäà÷ó âûáèðàåòñÿ øàð è ïåðåêëàäûâà-

åòñÿ âî âòîðóþ óðíó, ñîäåðæàùóþ 2 áåëûõ è 2 ÷åðíûõ

øàðà. Øàðû âî âòîðîé óðíå òùàòåëüíî ïåðåìåøèâàþò-

ñÿ, ïîñëå ÷åãî èç íåå íàóäà÷ó âûáèðàåòñÿ øàð. Êàêîâà

âåðîÿòíîñòü, ÷òî îí áåëûé?

Ïóñòü A = {èç âòîðîé óðíû âûáðàí áåëûé øàð}. Ñðà-
çó âåðîÿòíîñòü A òðóäíî îïðåäåëèòü â ñèëó òîãî, ÷òî íàì

íåèçâåñòíî, êàêîé øàð ïåðåëîæåí â íåå èç ïåðâîé óð-

íû. Íî åñëè öâåò ïåðåëîæåííîãî øàðà èçâåñòåí, òî ýòà

íåîïðåäåëåííîñòü ñíèìàåòñÿ è âåðîÿòíîñòü A ñòàíîâèò-

ñÿ èçâåñòíîé. Ïîýòîìó ââåäåì äâå ãèïîòåçû: H1 = {èç
ïåðâîé óðíû âî âòîðóþ ïåðåëîæåí áåëûé øàð}, H2 =
H1 = {èç ïåðâîé óðíû âî âòîðóþ ïåðåëîæåí ÷åðûé

øàð}. Î÷åâèäíî, P (H1) = 2
5 , P (H2) = 3

5 , P (A/H1) =
3
5 , P (A/H2) = 2

5 ; ïî �îðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

P (A) = P (H1)P (A/H1)+P (H2)P (A/H2) =
2

5
·3
5
+

3

5
·2
5

=
12

25
.
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Ïðèìåð 6. Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå è çàäà÷à î ðàçîðåíèè

èãðîêà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè

1, 2, . . . ÷àñòèöà ìîæåò áëóæäàòü ïî öåëî÷èñëåííûì òî÷-

êàì ïðÿìîé. Åñëè â íåêîòîðûé öåëî÷èñëåííûé ìîìåíò

îíà íàõîäèëàñü â òî÷êå i, òî â ñëåäóþùèé öåëî÷èñëåííûé
ìîìåíò îíà ñîâåðøàåò ñêà÷îê â òî÷êó i+1 ñ âåðîÿòíîñòüþ
p, â òî÷êó i− 1 � ñ âåðîÿòíîñòüþ q èëè îñòàåòñÿ íà ìåñòå
ñ âåðîÿòíîñòüþ r (p+ q + r = 1, p, q, r ≥ 0). Äâèæåíèå ìî-
æåò ïðîèñõîäèòü íà âñåé ïðÿìîé, íà ïîëóïðÿìîé èëè íà

îòðåçêå. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ãîâîðÿò îá ýêðàíàõ, ïîñòàâ-

ëåííûõ íà ïóòè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû. Åñëè ÷àñòèöà, ïîïàâ

â òàêóþ òî÷êó, íàâñåãäà îñòàåòñÿ â íåé, òî òàêîé ýêðàí íà-

çûâàåòñÿ ïîãëîùàþùèì. Åñëè äâèæåíèå ÷àñòèöû ïðî-

èñõîäèò ñïðàâà îò ýêðàíà j è â íåêîòîðûé ìîìåíò îíà

ïîïàäàåò â íåãî, à â ñëåäóþùèé ìîìåíò ïåðåñêàêèâàåò â

òî÷êó j + 1, òî ýêðàí j íàçûâàåòñÿ îòðàæàþùèì. Ïðè

äâèæåíèè ÷àñòèöû ñëåâà îò îòðàæàþùåãî ýêðàíà j è ïî-
ïàäàíèè â íåãî â íåêîòîðûé äèñêðåòíûé ìîìåíò, â ñëåäó-

þùèé ìîìåíò ÷àñòèöà ïåðåñêàêèâàåò â òî÷êó j−1. Âîçìî-
æåí è ïðîìåæóòî÷íûé âàðèàíò òàê íàçûâàåìîãî óïðó-

ãîãî æåñòêîãî ýêðàíà, ïîïàâ â êîòîðûé â íåêîòîðûé

ìîìåíò ÷àñòèöà ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ s îñòàåò-
ñÿ â íåì íàâñåãäà, à ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 1− s
â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè ïåðåñêàêèâàåò â ñîñåäíåå ñ

ýêðàíîì ñîñòîÿíèå, èç êîòîðîãî îíà ïîïàëà â ýòîò ýêðàí.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íå ðàññìàòðèâàòü ñïåöèàëüíûå òðè-

âèàëüíûå ñëó÷àè, â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

pq > 0.

�àññìîòðèì áëóæäàíèå ÷àñòèöû ñ äâóìÿ ïîãëîùàþ-

ùèìè ýêðàíàìè 0 è a (a > 0 � öåëîå ÷èñëî). Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè i (i = 1, a − 1).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ÷à-

ñòèöà êîãäà-íèáóäü ïîãëîòèòñÿ â ñîñòîÿíèè 0 (âîçìîæ-

íî åùå, ÷òî ÷àñòèöà ïîãëîòèòñÿ â ñîñòîÿíèè a; èíòóè-
òèâíî ÿñíî, ÷òî òðåòüÿ âîçìîæíîñòü, ÷òî ÷àñòèöà íèêî-

ãäà íå ïîãëîòèòñÿ è âñå âðåìÿ áóäåò áëóæäàòü ïî ñîñòî-

ÿíèÿì 1, 2, . . . , a − 1 ðàâíà íóëþ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç pi

óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü A ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷àñòèöà íàõî-

äèòñÿ â ñîñòîÿíèè i. Ââåäåì ñëåäóþùèå òðè ãèïîòåçû:

H1 = {ïîñëå ïåðâîãî ñêà÷êà ÷àñòèöà ïåðåéäåò â ñîñòîÿ-

íèå i + 1}; H2 = {ïîñëå ïåðâîãî ñêà÷êà ÷àñòèöà ïåðåéäåò
â ñîñòîÿíèå i − 1}; H3 = {ïîñëå ïåðâîãî ñêà÷êà ÷àñòè-

öà îñòàíåòñÿ â ñîñòîÿíèè i}. Î÷åâèäíî, ÷òî îíè îáðàçóþò
ïîëíóþ ãðóïïó. Ïóñòü Bi = { â íà÷àëüíûé ìîìåíò ÷àñòè-
öà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè i}. Êàê ìû çíàåì, ïðè �èêñè-

ðîâàííîì Bi óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü P (A/Bi) ÿâëÿåòñÿ âå-
ðîÿòíîñòíîé ìåðîé. Ïî �îðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ

ýòîé ìåðû (à íå äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîé âåðîÿòíîñòè P (A))

P (A/Bi) = P (H1/Bi)P (A/H1Bi)+P (H2/Bi)P (A/H2Bi)+

+P (H3/Bi)P (A/H3Bi),

÷òî â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ çàïèøåòñÿ êàê

pi = ppi+1 + qpi−1 + rpi, i = 1, 2, . . . , a − 1. (5.6)

Çäåñü íåÿâíî èñïîëüçîâàíî ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî ïðîöåññà

ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, ïðèñóùåå òàê íàçûâàåìûì ìàð-

êîâñêèì ïðîöåññàì. Çàêëþ÷àåòñÿ îíî â äàííîì ñëó÷àå

â òîì, ÷òî P (A/H1Bi), íàïðèìåð, çàìåíÿåòñÿ íà pi+1. Ñî-

áûòèå H1Bi çàêëþ÷àåòñÿ â îäíîâðåìåííîì îñóùåñòâëå-

íèè äâóõ ñîáûòèé: íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû åñòü i
è ïîñëå ïåðâîãî øàãà îíà ïåðåñêî÷èò èç òî÷êè i â òî÷êó
i+1. Çàìåíà P (A/H1Bi) íà pi+1 îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü
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ñîáûòèÿ A çàâèñèò òîëüêî îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ i + 1 è

íå çàâèñèò îò ïðîøëûõ çíà÷åíèé áëóæäàíèÿ íà ïðåäûäó-

ùèõ øàãàõ. À çòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî íà êàæäîì øàãå

÷àñòèöà ñîâåðøàåò ñêà÷êè âïðàâî, âëåâî èëè îñòàåòñÿ íà

ìåñòå ñ îäíèìè è òåìè æå âåðîÿòíîñòÿìè, çàâèñÿùèìè îò

òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ è íå çàâèñÿùèìè îò ïîëîæåíèÿ ÷à-

ñòèöû íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ. Ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî ñëó-

÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ñîñòîèò, òàêèì îáðàçîì, â òîì, ÷òî

áóäóùåå ïîëîæåíèå ÷àñòèöû ïðè �èêñèðîâàííîì íàñòî-

ÿùåì è ïðîøëîì åå ïîëîæåíèÿõ íå çàâèñèò îò ïðîøëûõ

ïîëîæåíèé, à çàâèñèò òîëüêî îò òåêóùåãî åå ïîëîæåíèÿ.

Åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû 0, òî îíà óæå ïîãëî-

òèëàñü â íóëå, ò.å. p0 = 1. Åñëè æå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå

÷àñòèöû a, òî îíà óæå ïîãëîòèëàñü â a, ò.å. íå ìîæåò ïî-
ãëîòèòüñÿ â 0, ñëåäîâàòåëüíî pa = 0. Ïîýòîìó ê ëèíåéíûì
ðàçíîñòíûì óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè

êîý��èöèåíòàìè (5.6) íàäî äîáàâèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

p0 = 1, pa = 0. (5.7)

�åøåíèå (5.6) èùåì â âèäå pi = λi
. Ïîäñòàâëÿÿ åãî â (5.6)

è äåëÿ îáå ÷àñòè íà λi−1
, ïîëó÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå

óðàâíåíèå

λ = pλ2 + q + rλ

èëè

pλ2 − (p + q)λ + q = 0,

îòêóäà

λ1 = µ; λ2 = 1,

ãäå

µ =
q

p
.
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Ïîñêîëüêó ïðè p 6= q õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå íå

èìååò êðàòíûõ êîðíåé, òî â ýòîì ñëó÷àå îáùåå ðåøåíèå

(5.6) çàïèøåòñÿ â âèäå

pi = C1

(q

p

)i
+ C2, µ 6= 1.

Ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (5.7), ïîëó÷èì:

C1 + C2 = 1, C1

(q

p

)a
+ C2 = 0,

îòêóäà

C1 = − 1

µa − 1
; C2 =

µa

µa − 1
,

ñëåäîâàòåëüíî,

pi =
µa − µi

µa − 1
ïðè µ 6= 1. (5.8)

Åñëè æå p = q, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò

êðàòíûé êîðåíü 1, ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå (5.6) èìååò âèä

pi = C1i + C2.

Ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (5.7), íàõîäèì

C1 = −1

a
; C2 = 1.

Ïîýòîìó

pi = 1 − i

a
ïðè µ = 1. (5.9)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç qi, ri óñëîâíûå âå-

ðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ÷àñòèöà ïîãëîòèòñÿ â a è ÷òî îíà

âîîáùå íå ïîãëîòèòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðè óñëîâèè, ÷òî

îíà íà÷èíàåò äâèæåíèå èç ñîñòîÿíèÿ i, òî ïî �îðìóëå

86



� 5. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü. Íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé...

ïîëíîé âåðîÿòíîñòè qi è ri áóäóò óäîâëåòâîðÿòü òîìó æå

óðàâíåíèþ (5.6), ÷òî è pi. Èçìåíÿòñÿ òîëüêî ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ:

q0 = 0, qa = 1; r0 = 0; ra = 0.

Ïîýòîìó

qi = 1 − µa − µi

µa − 1
=

µi − 1

µa − 1
ïðè µ 6= 1,

qi =
i

a
ïðè µ = 1,

ri = 0 ïðè âñåõ µ.

Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ïðè µ = 1 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî

èç ðåøåíèÿ ïðè µ 6= 1 ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè µ → 1:

pi = lim
µ→1

µa − µi

µa − 1
= 1 − i/a.

Ê ðàññìîòðåííîìó ñëó÷àéíîìó áëóæäàíèþ ìîæåò

áûòü ñâåäåíà ñëåäóþùàÿ êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à î ðàçîðå-

íèè èãðîêà. Ïîäáðàñûâàåòñÿ ìîíåòà ñ âåðîÿòíîñòÿìè âû-

ïàäåíèÿ ãåðáà è ðåøêè p è q ñîîòâåòñòâåííî (p + q = 1).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäèí èç èãðîêîâ âñå âðåìÿ çàãàäûâà-

åò ãåðá. Åñëè óãàäûâàåò, òî ïîëó÷àåò îò ñîïåðíèêà ðóáëü,

åñëè îøèáàåòñÿ, òî îòäàåò ðóáëü ñîïåðíèêó. Ïóñòü a �

ñóììàðíûé êàïèòàë èãðîêîâ, i � íà÷àëüíûé êàïèòàë ïåð-

âîãî èãðîêà. Èãðà âåäåòñÿ äî ïîëíîãî ðàçîðåíèÿ îäíîãî èç

ñîïåðíèêîâ. Òîãäà, î÷åâèäíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ

ïåðâîãî èãðîêà ñîâïàäàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ ïîãëîùåíèÿ â

íóëå pi îïèñàííîãî âûøå ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, â êîòî-

ðîì r = 0.
Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì: êàêèìè äîëæíû áûòü p è q äëÿ

òîãî, ÷òîáû èãðà áûëà "ñïðàâåäëèâîé"? Äëÿ ýòîãî íàäî,
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÷òîáû âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ äëÿ ñîïåðíèêîâ áûëè îäè-

íàêîâûìè, ò.å. pi = 1/2. Ñîãëàñíî (5.8), èñêîìîå óðàâíå-

íèå çàïèøåòñÿ â âèäå

µa − µi

µa − 1
=

1

2
.

Ïóñòü, íàïðèìåð, a � ÷åòíîå, i = a
2 . Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ

îïðåäåëåíèÿ "ñïðàâåäëèâîé" èãðû ïðèíèìàåò �îðìó

µa − 2µ
a
2 + 1 = 0,

ò.å. µ = 1, äðóãèìè ñëîâàìè p = q = 1
2 , ÷òî èíòóèòèâíî

ïîíÿòíî (åñëè èãðîêè èìåþò îäèíàêîâûé íà÷àëüíûé

êàïèòàë a/2, òî íà êàæäîì øàãå ó íèõ äîëæíû áûòü

îäèíàêîâûå øàíñû âûèãðûøà è ïðîèãðûøà).

Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû

5.5 è A � ñîáûòèå, èìåþùåå íåíóëåâóþ âåðîÿòíîñòü.

Òîãäà èìååò ìåñòî �îðìóëà Áàéåñà

P (Hj/A) =
P (Hj)P (A/Hj)

P (A)
=

P (Hj)P (A/Hj)
n∑

i=1
P (Hi)P (A/Hi)

, j = 1, n.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâíîé âåðî-

ÿòíîñòè

P (Hj/A) =
P (HjA)

P (A)
=

P (Hj)P (A/Hj)

P (A)
.

Îñòàåòñÿ â çíàìåíàòåëå çàìåíèòü P (A) âûðàæåíèåì èç

�îðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. �
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Çàìå÷àíèå 5. Âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç

P (H1), P (H2), . . . , P (Hn) ÷àñòî íàçûâàþò àïðèîð-

íûìè âåðîÿòíîñòÿìè ãèïîòåç (ò.å. äàííûìè ñâûøå

èëè äîîïûòíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ãèïîòåç). Åñëè ñòàëî

èçâåñòíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ðàññìàòðèâàåìîãî ýêñïåðè-

ìåíòà ïðîèçîøëî íåêîòîðîå ñîáûòèå A, òî ñ ó÷åòîì

ýòîé äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè àïðèîðíûå âåðîÿò-

íîñòè ïåðåîöåíèâàþòñÿ è çàìåíÿþòñÿ âåðîÿòíîñòÿìè

P (H1/A), P (H2/A), . . . , P (Hn/A), êîòîðûå íàçûâà-

þòñÿ àïîñòåðèîðíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ãèïîòåç (ò.å.

ïîñëåîïûòíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ãèïîòåç äëÿ òåõ îïûòîâ,

ýêñïåðèìåíòîâ, êîòîðûå ïðèâåëè ê íàñòóïëåíèþ ñîáûòèÿ

A).

Ïðèìåð 7. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî â óñëîâèÿõ ïðèìåðà

5 èç âòîðîé óðíû ïîñëå ïåðåêëàäûâàíèÿ â íåå øàðà èç

ïåðâîé óðíû ïîÿâèëñÿ áåëûé øàð. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî èç ïåðâîé óðíû âî âòîðóþ áûë ïåðåëîæåí áåëûé

øàð?

Çäåñü ðå÷ü èäåò îá àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè ãèïî-

òåçû H1 ïðè äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè î ïîÿâëåíèè

áåëîãî øàðà èç âòîðîé óðíû. Ïî �îðìóëå Áàéåñà

P (H1/A) =
P (H1)P (A/H1)

P (A)
=

2
5 · 3

5
12
25

=
1

2
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïåðåîöåíêè àïðèîðíîé âåðîÿòíî-

ñòè P (H1) = 2
5 è çàìåíû åå àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòüþ,

îíà óâåëè÷èëàñü äî 1/2. Ýòî � ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ äî-

ïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè î òîì, ÷òî èç ïåðâîé óðíû âî

âòîðóþ áûë ïåðåëîæåí áåëûé øàð.
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� 6. Ïðîèçâåäåíèå âåðîÿòíîñòíûõ

ïðîñòðàíñòâ. Ñõåìà íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé

Áåðíóëëè. Ïîëèíîìèàëüíàÿ ñõåìà

Ïîä èñïûòàíèåì áóäåì ïîíèìàòü ñëó÷àéíûé ýêñïåðè-

ìåíò, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ íåêîòîðûì âåðîÿòíîñòíûì

ïðîñòðàíñòâîì (Ω,F , P ). Ïîýòîìó ìîæíî îòîæäåñòâèòü

èñïûòàíèå ñ ýòèì âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì. Åñëè

Ω êîíå÷íî, òî â êà÷åñòâå σ-àëãåáðû F ìû äîãîâîðèëèñü

áðàòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω. Â ñè-

ëó òàêîãî �èêñèðîâàííîãî âûáîðà F â îáîçíà÷åíèè âåðî-

ÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ êîíå÷íûì Ω åãî ìîæíî îïó-

ñòèòü. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü òàêîå âå-

ðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñèìâîëîì [Ω, P ].
Ïóñòü èìååòñÿ n èñïûòàíèé, ò.å. n âåðîÿòíîñòíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ

[Ω1, P1], [Ω2, P2], . . . , [Ωn, Pn].

Çäåñü áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî Ω1, Ω2, . . . , Ωn êî-

íå÷íû. Äëÿ ðåãèñòðàöèè ðåçóëüòàòà n ýòèõ èñïûòàíèé

â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà åñòåñòâåííî âçÿòü ω =
(ω1, ω2, . . . , ωn), ãäå ω1 ∈ Ω1, ω2 ∈ Ω2, . . . , ωn ∈ Ωn. Òà-

êèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, îïè-

ñûâàþùåå n ðàçëè÷íûõ ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, åñòü

Ω = Ω1 × Ω2 × . . . × Ωn. Íàïðèìåð, åñëè ïðîâîäÿòñÿ

äâà èñïûòàíèÿ: ñíà÷àëà ïîäáðàñûâàåòñÿ ìîíåòà, à çàòåì

èãðàëüíàÿ êîñòü, òî Ω1 = {ã,ð}, à Ω2 = {1,2,3,4,5,6}.
Ïðè ýòîì ïàðà (ã,3) ðåãèñòðèðóåò ýëåìåíòàðíûé èñõîä

èç Ω = Ω1 × Ω2, îçíà÷àþùèé, ÷òî íà ìîíåòå âûïàë

ãåðá, à íà èãðàëüíîé êîñòè âûïàëî 3 î÷êà. Ïðî σ-àëãåáðó
ñîáûòèé ïðîñòðàíñòâà Ω ìîæíî îïÿòü íå áåñïîêîèòüñÿ,

ïîñêîëüêó îíî êîíå÷íî êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîíå÷-

íûõ ïðîñòðàíñòâ. Êàê ìû çíàåì, íà êàæäîì èç êîíå÷íûõ
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� 6. Ïðîèçâåäåíèå âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ñõåìà

íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé Áåðíóëëè...

ïðîñòðàíñòâ Ωi âåðîÿòíîñòè ìîæíî ââåñòè ñ ïîìîùüþ

êîíñòðóêòèâíî-àêñèîìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ: êàæäîìó

ωi ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî pi(ωi) ≥ 0, òàê ÷òî ïðè

ýòîì ∑

ωi∈Ωi

pi(ωi) = 1 , i = 1, n,

à âåðîÿòíîñòü â i-ì èñïûòàíèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Pi(Ai) =
∑

ωi∈Ai

pi(ωi), Ai ⊂ Ωi.

Êàê ââåñòè âåðîÿòíîñòü â êîíå÷íîì ïðîñòðàíñòâå ýëå-

ìåíòàðíûõ èñõîäîâ

Ω = Ω1 × Ω2 × . . . × Ωn =

= {ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) : ω1 ∈ Ω1, ω2 ∈ Ω2, . . . , ωn ∈ Ωn},
îïèñûâàþùåì n èñïûòàíèé [Ω1, P1], [Ω2, P2], . . . , [Ωn, Pn]?
Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñîãëàñíî êîíñòðóêòèâíî-

àêñèîìàòè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòè ïðîèç-

âîëüíûì îáðàçîì, ñòàâÿ êàæäîìó ω ∈ Ω â ñîîòâåòñòâèå

÷èñëî p(ω) ≥ 0 òàê, ÷òî ïðè ýòîì

∑

ω∈Ω

p(ω) = 1.

Îäíàêî åñëè ìû õîòèì ââåñòè âåðîÿòíîñòü òàêèì îáðà-

çîì, ÷òîáû èñïûòàíèÿ áûëè íåçàâèñèìûìè, ìû ïîòðåáó-

åì, ÷òîáû ýòà âåðîÿòíîñòü îïðåäåëÿëàñü òàê:

p(ω) = p1(ω1)p2(ω2) . . . pn(ωn) (6.1)

äëÿ ëþáîãî ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) ∈ Ω. Âåðîÿòíîñòü ëþ-

áîãî ñîáûòèÿ A ⊂ Ω ïðè ýòîì åñòü

P (A) =
∑

ω∈Ω

p(ω).
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Îïðåäåëåíèå 6.1. Âåðîÿòíîñòü P , îïðåäåëåííàÿ ñ

ïîìîùüþ (6.1), íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì

âåðîÿòíîñòåé Pi è îáîçíà÷àåòñÿ P = P1 × P2 × . . . × Pn.

Èñïûòàíèÿ [Ω1, P1], [Ω2, P2], . . . , [Ωn, Pn] íàçûâàþòñÿ
íåçàâèñèìûìè, åñëè íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå

Ω = Ω1 × Ω2 × . . . × Ωn âûáðàíà âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà

P = P1 × P2 × . . . × Pn.

Ïóñòü ñîáûòèå èìååò âèä A = A1 × A2 × . . . An, ãäå

Ai ⊂ Ωi, i = 1, n. Îíî ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà â ïåðâîì èñïûòàíèè ïðîèñõîäèò A1, âî âòîðîì èñ-

ïûòàíèè ïðîèñõîäèò A2 è ò.ä., íàêîíåö â ïîñëåäíåì n-ì
èñïûòàíèè ïðîèñõîäèò An. Ñîáûòèÿ òàêîãî âèäà íàçîâåì

ïðÿìîóãîëüíèêàìè. Åñëè èñïûòàíèÿ íåçàâèñèìû, ò.å. âû-

ïîëíåíî (6.1), òî

P (A) =
∑

ω∈Ω

p(ω) =
∑

ω1∈Ω1

∑

ω2∈Ω2

. . .
∑

ωn∈Ωn

p1(ω1) p2(ω2) . . .

. . . pn(ωn) =
∑

ω1∈Ω1

p1(ω1)
∑

ω2∈Ω2

p2(ω2) . . .
∑

ωn∈Ωn

pn(ωn) =

= P1(A1)P2(A2) . . . Pn(An). (6.2)

Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ñîáûòèþ Ai ⊂ Ωi ñîáûòèå

Ãi = Ω1 × Ω2 × . . . × Ωi−1 × Ai × Ωi+1 × . . . × Ωn ⊂ Ω =

= Ω1 × Ω2 × . . . × Ωn.

Èç (6.2) ñëåäóåò, ÷òî P (Ãi) = Pi(Ai). Òàêèì îáðàçîì,

ìåæäó ñîáûòèÿìè Ai èç âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà

[Ωi, Pi] (ñîîòâåòñòâóþùåãî i-ìó èñïûòàíèþ) è ñîáûòèÿìè
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� 6. Ïðîèçâåäåíèå âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ñõåìà

íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé Áåðíóëëè...

Ãi èç âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà [Ω, P ] (ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî n èñïûòàíèÿì) óñòàíàâëèâàåòñÿ åñòåñòâåííûé èçî-

ìîð�èçì, ñîõðàíÿþùèé âåðîÿòíîñòè èçîìîð�íûõ ñîáû-

òèé. Ïîñêîëüêó

A = A1 × A2 × . . . × An =

n⋂

k=1

Ãk,

òî íåçàâèñèìîñòü èñïûòàíèé, â ñèëó (6.2), ýêâèâàëåíòíà

òîìó, ÷òî

P (
n⋂

k=1

Ãk) =
n∏

k=1

P (Ãk),

ò.å. òîìó, ÷òî îáðàçû Ã1, Ã2, . . . Ãn ñîáûòèé

A1, A2, . . . An ïðè ðàññìàòðèâàåìîì èçîìîð�èçìå

ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñîáûòèÿìè âåðîÿòíîñòíîãî

ïðîñòðàíñòâà [Ω, P ].

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè èñïûòàíèÿ îïèñûâàþòñÿ

ïðîèçâîëüíûìè âåðîÿòíîñòíûìè ïðîñòðàíñòâàìè

(Ω1, F1, P1), (Ω2, F2, P2), . . . , (Ωn, Fn, Pn), òî äåëî

îáñòîèò çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå. Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà

ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, ñîîòâåòñòâóþùåãî n èñïûòàíèÿì,

ñíîâà áåðåòñÿ Ω = Ω1 × Ω2 × . . . × Ωn. Îêàçûâàåòñÿ,

÷òî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå F1 × F2 × . . . × Fn σ-àëãåáð
F1,F2, . . . ,Fn íå ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé (çäåñü ïîä ïðÿìûì
ïðîèçâåäåíèåì σ-àëãåáð ïîíèìàåòñÿ êëàññ ìíîæåñòâ,

ñîñòîÿùèé èç âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ A1 × A2 × . . . × An,

ãäå A1 ∈ F1, A2 ∈ F2, . . . , An ∈ Fn). Â êà÷åñòâå

σ-àëãåáðû F , ñîîòâåòñòâóþùåé n èñïûòàíèÿì, áåðåòñÿ

íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ ïðÿìîå ïðîèçâå-

äåíèå F1 × F2 × . . . × Fn. Íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè
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F1 × F2 × . . . × Fn îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèÿ P ñ ïîìîùüþ

ðàâåíñòâà, àíàëîãè÷íîãî (6.2):

P (A) = P1(A1)P2(A2) . . . Pn(An), (6.3)

åñëè A = A1 × A2 × . . . × An, ãäå A1 ∈ F1,

A2 ∈ F2, . . . , An ∈ Fn.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèí-

ñòâåííàÿ ìåðà P íà F , ñîâïàäàþùàÿ ñ �óíêöèåé

ìíîæåñòâ íà F1 × F2 × . . . × Fn, îïðåäåëåííîé ñ

ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (6.3). Ýòà âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà-

çûâàåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì âåðîÿòíîñòíûõ ìåð

P1, P2, . . . , Pn è îáîçíà÷àåòñÿ P = P1 ×P2 × . . .×Pn. Ïðè

ýòîì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F , P ) íàçûâàåòñÿ

ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ

(Ω1,F1, P1), (Ω2,F2, P2), . . . , (Ωn,Fn, Pn). Â ýòîì ñëó÷àå

èñïûòàíèÿ íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Êîíå÷íîå âåðîÿòíîñòíîå ïðî-

ñòðàíñòâî [Ω, P ], ãäå Ω = Ω1 × Ω2 × . . . × Ωn, P =
P1 × P2 × . . .× Pn, íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì âåðîÿò-

íîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ [Ω1, P1], [Ω2, P2], . . . , [Ωn, Pn].

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèå âåðîÿòíîñòíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ ñëóæèò ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ íåçàâèñèìûõ

èñïûòàíèé. Ïðè ýòîì, åñëè èñïûòàíèÿ ïðè÷èííî íå ñâÿ-

çàíû, òî ïðè÷èííî íå ñâÿçàíû ëþáûå ñîáûòèÿ A1 ⊂
Ω1, A2 ⊂ Ω2, . . . , An ⊂ Ωn. Íî òîãäà íå ñâÿçàíû ïðè÷èí-

íî è èçîìîð�íûå èì ñîáûòèÿ Ã1 ⊂ Ω, Ã2 ⊂ Ω, . . . , Ãn ⊂
Ω. Ñîãëàñíî ñ�îðìóëèðîâàííîìó ïðè èçó÷åíèè íåçàâèñè-
ìûõ ñîáûòèé íåìàòåìàòè÷åñêîìó ïðèíöèïó îòñþäà ñëå-

äóåò, ÷òî îíè ñóòü íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ, ÷òî ýêâèâà-

ëåíòíî (6.2), à ñëåäîâàòåëüíî (6.1). Ìû ìîæåì òåïåðü
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íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé Áåðíóëëè...

ïåðå�îðìóëèðîâàòü óïîìÿíóòûé ïðàêòè÷åñêèé ïðèíöèï

(íåìàòåìàòè÷åñêèé) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Åñëè èñïûòàíèÿ ïðè÷èííî íå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé,

òî îíè àâòîìàòè÷åñêè íåçàâèñèìû â ñìûñëå îïðåäåëå-

íèÿ 6.1.

Ïåðåéäåì ê òàê íàçûâàåìîé ñõåìå Áåðíóëëè. Ñíà÷àëà

äàäèì íå�îðìàëüíîå (íåìàòåìàòè÷åñêîå) îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Ïîâòîðíûå íåçàâèñèìûå èñïû-

òàíèÿ, â êàæäîì èç êîòîðûõ âîçìîæíû äâà èñõîäà,

âåðîÿòíîñòè êîòîðûõ íå ìåíÿþòñÿ îò èñïûòàíèÿ ê èñïû-

òàíèþ, íàçûâàþòñÿ èñïûòàíèÿìè Áåðíóëëè.

Îáîçíà÷èì ýòè èñõîäû áóêâàìè Ó è Í è íà-

çîâåì óñïåõîì è íåóäà÷åé. Â äàííîì ñëó÷àå

Ω1 = Ω2 = . . . Ωn = {Ó,Í}. Ïóñòü p1(Ó) = p, p1(Í) = q.
Î÷åâèäíî, p ≥ 0, q ≥ 0, p + q = 1. Èñïûòàíèÿ èäåíòè÷íû
â òîì ñìûñëå, ÷òî âñå n èñïûòàíèé îïèñûâàþòñÿ îäíèì

è òåì æå âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì [Ω1, P1]. Äàäèì
òåïåðü �îðìàëüíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 6.3

′
. Ñõåìîé èç n íåçàâèñèìûõ

èñïûòàíèé Áåðíóëëè íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ïðî-

ñòðàíñòâî [Ωn
1 , Pn

1 ], ãäå Ω1 = {Ó,Í}.

Çäåñü Ωn
1 � n-êðàòíîå äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå Ω1

íà ñåáÿ, Pn
1 � n-êðàòíîå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå P1 íà ñåáÿ.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü äâå ãðàíè ïðàâèëüíîé èãðàëüíîé

êîñòè îêðàøåíû â êðàñíûé öâåò, à ÷åòûðå � â ñèíèé.

Êîñòü ïîäáðàñûâàåòñÿ 10 ðàç. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî � èñïû-
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òàíèÿ Áåðíóëëè ñ n = 10. Åñëè çà óñïåõ ïðèíÿòü âûïàäå-
íèå êðàñíîé ãðàíè, à çà íåóäà÷ó � âûïàäåíèå ñèíåé, òî

p = 1/3, q = 2/3.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) ýëåìåíòàð-

íûé èñõîä ïðîñòðàíñòâà Ωn
1 , îïèñûâàþùèé ðåçóëüòàò n

íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé Áåðíóëëè. Çäåñü êàæäîå ωi ìî-

æåò ïðèíèìàòü îäíî èç äâóõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé Ó èëè

Í. Íàïðèìåð, ýëåìåíòàðíûé èñõîä (Ó,Ó,Ó,Í,Í,...,Í) îçíà-

÷àåò, ÷òî â ïåðâûõ òðåõ èñïûòàíèÿõ íàñòóïèë óñïåõ, à â

îñòàëüíûõ n−3 èñïûòàíèÿõ ïðîèçîøëè íåóäà÷è. Òàê êàê
ýëåìåíòàðíûé èñõîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïîðÿäî÷åííóþ

âûáîðêó ñ âîçâðàùåíèåì îáúåìà n èç ìíîæåñòâà {Ó,Í},
òî îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ â ïðîñòðàíñòâå Ωn

1

ðàâíî 2n
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ = µn ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíè-

ÿõ. Óêàçàòü, êàêîå èìåííî çíà÷åíèå ïðèìåò µ äî ïðîâå-

äåíèÿ èñïûòàíèé, ìû íå ìîæåì, òàê êàê íå çíàåì êàêîé

èìåííî èñõîä îñóùåñòâèòñÿ â ðåçóëüòàòå n èñïûòàíèé. Íî

åñëè ðåçóëüòàò ýòèõ èñïûòàíèé èçâåñòåí, òî, î÷åâèäíî, µ
ñòàíîâèòñÿ ïîëíîñòüþ èçâåñòíûì:

µ = µ(ω) = ÷èñëî áóêâ Ó â êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ω = (ω1, ω2, . . . , ωn).

Òàêèì îáðàçîì, µ = µ(ω) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé, îïðåäåëåí-
íîé íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ è ïðèíèìàþ-

ùåé äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Òàêèå �óíêöèè íàçûâàþò

ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Ïîçæå ìû ñèñòåìàòè÷åñêè

èçó÷èì èõ. Èòàê, ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ � ñëó-

÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn(k) = P{ω : µn(ω) = k} = P{µ =
k} âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â n èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè ïðî-

èçîéäåò ðîâíî k óñïåõîâ (áîëåå òî÷íî âåðîÿòíîñòü ìíî-
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íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé Áåðíóëëè...

æåñòâà òåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ω = (ω1, ω2, . . . , ωn)
èç Ωn

1 , íà êîòîðûõ µ(ω) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå k, ïîñêîëü-
êó âåðîÿòíîñòü P îïðåäåëåíà íà ïîäìíîæåñòâàõ Ωn

1 ). Ñ

ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èìåííî

ýòà âåðîÿòíîñòü. Íàïðèìåð, åñëè ðå÷ü èäåò îá èãðå äâóõ

ñîïåðíèêîâ â øàõìàòû, òî íàñ èíòåðåñóåò íå âåðîÿòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ âûèãðûøåé è ïðîèãðûøåé îïðåäåëåííî-

ãî èãðîêà ïî n ïàðòèÿì, à îáùåå ÷èñëî âûèãðàííûõ èì

ïàðòèé. Ñîáûòèþ {µ = k} áëàãîïðèÿòñòâóþò òå ýëåìåí-

òàðíûå èñõîäû ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) èç Ω, â êîòîðûõ

ñðåäè ω1, ω2, . . . , ωn ðîâíî k áóêâ Ó, à îñòàëüíûå � áóê-

âû Í. Ïî êîíñòðóêòèâíî-àêñèîìàòè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ

âåðîÿòíîñòè

Pn(k) = P{µ = k} =

=
∑

ïî âñåì ω òàêèì, ÷òî ñðåäè ω1, ω2, ... , ωn ðîâíî k áóêâ Ó

p(ω).

(6.4)
Íî äëÿ ω, �èãóðèðóþùèõ â ñóììå (6.4), â ñèëó îïðåäåëå-
íèÿ 6.1 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (6.1); ñëåäîâàòåëüíî äëÿ

âñåõ íèõ âåðîÿòíîñòè îäèíàêîâû è ðàâíû

p(ω) = pkqn−k.

Ïîýòîìó ñóììà ñëàãàåìûõ (6.4) ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ÷èñ-

ëà ñëàãàåìûõ íà îòäåëüíîå ñëàãàåìîå:

Pn(k) = [÷èñëî ñëàãàåìûõ]pkqn−k.

×èñëî ñëàãàåìûõ ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ, ñ ïîìîùüþ êî-

òîðûõ èç n ìåñò äëÿ ω1, ω2, . . . , ωn ìîæíî âûáðàòü k
ìåñò äëÿ áóêâû Ó, à îñòàëüíûå ìåñòà çàïîëíèòü áóêâàìè

Í, ò.å. Ck
n. Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

Pn(k) = Ck
npkqn−k, k = 0, n. (6.5)
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Ôîðìóëà (6.5) íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé Áåðíóëëè. Íàáîð

âåðîÿòíîñòåé {Ck
npkqn−k, k = 0, n} íàçûâàåòñÿ áèíîìè-

àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé. Òàê êàê îäíî

èç ñîáûòèé {µ = k}, k = 0, n, îáÿçàòåëüíî ïðîèñõîäèò

â ñõåìå Áåðíóëëè, à íèêàêèå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå èç íèõ

íå ìîãóò ïðîèçîéòè îäíîâðåìåííî, òî îíè îáðàçóþò ïîë-

íóþ ãðóïïó; ïî ñâîéñòâó âåðîÿòíîñòè ñóììà âåðîÿòíîñòåé

ýòèõ ñîáûòèé ðàâíà åäèíèöå:

n∑

k=0

Pn(k) = 1.

Îáÿçàòåëüíîå âûïîëíåíèå ýòîãî ðàâåíñòâà âïîëíå ñîãëà-

ñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî ïî �îðìóëå áèíîìà Íüþòîíà

n∑

k=0

Ck
npkqn−k = (p + q)n = 1n = 1.

Ïðèìåð 2. Äâà ðàâíîñèëüíûõ ïðîòèâíèêà èãðàþò â

øàõìàòû. Åñëè ïàðòèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ íè÷üåé, òî îíà ñ÷è-

òàåòñÿ íåäåéñòâèòåëüíîé è àííóëèðóåòñÿ. ×òî âåðîÿòíåå,

âûèãðàòü à)äâå ïàðòèè èç ÷åòûðåõ èëè òðè ïàðòèè èç øå-

ñòè; á)íå ìåíåå äâóõ ïàðòèé èç ÷åòûðåõ èëè òðåõ ïàðòèé

èç øåñòè?

�àâíîñèëüíîñòü ïðîòèâíèêîâ îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿò-

íîñòü âûèãðûøà è ïðîèãðûøà â îäíîé ðåçóëüòàòèâíîé

ïàðòèè äëÿ êàæäîãî èç ñîïåðíèêîâ ðàâíà p = q = 0.5. Ïî
�îðìóëå Áåðíóëëè

P4(2) = C2
4 (0.5)2(0.5)2 = 6/16;

P6(3) = C3
6 (0.5)3(0.5)3 = 5/16,
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íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé Áåðíóëëè...

ò.å. âåðîÿòíåå âûèãðàòü äâå ïàðòèè èç ÷åòûðåõ, ÷åì òðè

ïàðòèè èç øåñòè. Äàëåå,

P (µ4 ≥ 2) = P ({µ = 2} + {µ = 3} + {µ = 4}) = P4(2)+

+P4(3) + P4(4) = (C2
4 + C3

4 + C4
4 )(0.5)4 = 11/16 = 22/32;

P (µ6 ≥ 3) = P6(3) + P6(4) + P6(5) + P6(6) = 1 − P6(0)−

−P6(1) − P6(2) = 1 − (C0
6 + C1

6 + C2
6 )(0.5)6 = 21/32.

Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíåå âûèãðàòü íå ìåíåå äâóõ ïàð-

òèé èç ÷åòûðåõ, ÷åì íå ìåíåå òðåõ ïàðòèé èç øåñòè.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü k0 � íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî óñïåõîâ

â n èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè, ò.å. òî çíà÷åíèå k, äëÿ êîòî-

ðîãî Pn(k) ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïðè k = 0, n.
Ïîêàæèòå, ÷òî k0 ìîæåò áûòü íàéäåíî èç äâîéíîãî íåðà-

âåíñòâà

np + q ≤ k0 ≤ np + p.

Óêàçàíèå. Ñîñòàâüòå îòíîøåíèå

Pn(k+1)
Pn(k) è èññëåäóéòå

ñ åãî ïîìîùüþ �óíêöèþ Pn(k) öåëî÷èñëåííîãî àðãóìåí-
òà k íà âîçðàñòàíèå, ïîñòîÿíñòâî è óáûâàíèå.

�àññìîòðèì îäíî îáîáùåíèå ñõåìû Áåðíóëëè, êîãäà

â îäíîì èñïûòàíèè âîçìîæíû íå äâà èñõîäà, à íåñêîëüêî.

Îïðåäåëåíèå 6.4. Ïîâòîðíûå íåçàâèñèìûå èñïû-

òàíèÿ, â êàæäîì èç êîòîðûõ âîçìîæíû k ≥ 2 èñõîäîâ,

âåðîÿòíîñòè êîòîðûõ íå ìåíÿþòñÿ îò èñïûòàíèÿ ê èñïû-

òàíèþ, íàçûâàþòñÿ èñïûòàíèÿìè ïîëèíîìèàëüíîé

(ìóëüòèíîìèàëüíîé) ñõåìû.
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Â ÷àñòíîñòè, èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè ÿâëÿþòñÿ èñ-

ïûòàíèÿìè áèíîìèàëüíîé ñõåìû (k = 2). Îáîçíà÷èì

èñõîäû îòäåëüíîãî èñïûòàíèÿ ÷åðåç u1, u2, . . . , uk. Áîëåå

ñòðîãîå ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îïðåäåëåíèå

ïîëèíîìèàëüíîé ñõåìû âûãëÿäèò òàê.

Îïðåäåëåíèå 6.4

′
. Ïîëèíîìèàëüíîé (ìóëüòèíî-

ìèàëüíîé) ñõåìîé èç n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé

íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî [Ωn
1 , Pn

1 ], ãäå
Ω1 = {u1, u2, . . . , uk}.

Îáîçíà÷èì âåðîÿòíîñòè èñõîäîâ â îòäåëüíîì èñïûòà-

íèè ÷åðåç

p1 = p1(u1), p2 = p1(u2), . . . , pk = p1(uk).

Î÷åâèäíî, ÷òî

p1, p2, . . . , pk ≥ 0 è p1 + p2 + . . . + pk = 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) ýëåìåíòàðíûé
èñõîä ïðîñòðàíñòâà Ωn

1 , îïèñûâàþùèé ðåçóëüòàò n íåçà-

âèñèìûõ èñïûòàíèé ïîëèíîìèàëüíîé ñõåìû. Çäåñü êàæ-

äîå ωi ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî èç k âîçìîæíûõ çíà÷åíèé

u1, u2, ..., uk. Î÷åâèäíî, â ïðîñòðàíñòâå Ωn
1 èìååòñÿ kn

ýëå-

ìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ

èñõîäîâ â ñèëó íåçàâèñèìîñòè èñïûòàíèé ïî-ïðåæíåìó

îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì (6.1), êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå

ïðèíèìàåò âèä

p(ω) = p1(ω1)p1(ω2) . . . p1(ωn). (6.6)

Ââåäåì ñëåäóþùèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû: µ1 � ÷èñëî

èñõîäîâ u1 â n èñïûòàíèÿõ, µ2 � ÷èñëî èñõîäîâ u2 â n èñ-
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ïûòàíèÿõ è ò.ä., íàêîíåö, µk � ÷èñëî èñõîäîâ uk â n èñïû-

òàíèÿõ. Áîëåå �îðìàëüíî, êàê �óíêöèè íà ïðîñòðàíñòâå

ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, îíè îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

µ1 = µ1(ω) = [÷èñëî ñèìâîëîâ u1 ñðåäè ω1, ω2, . . . , ωn],

µ2 = µ2(ω) = [÷èñëî ñèìâîëîâ u2 ñðåäè ω1, ω2, . . . , ωn]

è ò.ä., íàêîíåö,

µk = µk(ω) = [÷èñëî ñèìâîëîâ uk ñðåäè ω1, ω2, . . . , ωn].

Çàìå÷àíèå 2. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðèíÿòî îáî-

çíà÷àòü {ω : R} ìíîæåñòâî òåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ

ω ∈ Ω, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ñâîéñòâî R. Â �óíêöè-

îíàëüíîì àíàëèçå ýòî ìíîæåñòâî ÷àùå îáîçíà÷àþò êàê

{ω| R}. Íî â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé óæå åñòü îáîçíà÷å-

íèÿ P (A \ B) äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçíîñòè ñîáûòèé A è

B, P (A/B) äëÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A ïðè

óñëîâèè B. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç P (ω| R) âåðîÿòíîñòü
ìíîæåñòâà òåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíåíî ñâîéñòâî R, òî â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ áóäóò

èñïîëüçîâàòüñÿ òðè âèäà ÷åðòî÷åê, ÷òî ìîæåò âíåñòè

ïóòàíèöó.

�àññìîòðèì ñîáûòèå {ω : µ1(ω) = r1, µ2(ω) =
r2, . . . , µk(ω) = rk}, ãäå r1, r2, . . . , rk � öåëûå íåîòðè-

öàòåëüíûå ÷èñëà, äàþùèå â ñóììå n (â èíûõ ñëó÷àÿõ

ìíîæåñòâî òàêèõ ω áóäåò ïóñòûì ìíîæåñòâîì (íåâîçìîæ-

íûì ñîáûòèåì)). Åìó áëàãîïðèÿòñòâóþò òå è òîëüêî òå

ýëåìåíòàðíûå èñõîäû ω = (ω1, ω2, . . . , ωn), äëÿ êîòî-

ðûõ ñðåäè ω1, ω2, . . . , ωn áóäåò ðîâíî r1 ñèìâîëîâ u1,
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r2 ñèìâîëîâ u2, è ò.ä., íàêîíåö, rk ñèìâîëîâ uk. Ñîãëàñ-

íî êîíñòðóêòèâíî-àêñèîìàòè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ âåðî-

ÿòíîñòè â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñî-

áûòèÿ áóäåò ðàâíà

P{ω : µ1(ω) = r1, µ2(ω) = r2, . . . , µk(ω) = rk} =

=
∑

ω: µ1(ω)=r1, µ2(ω)=r2, ... , µk(ω)=rk

p(ω).

Òàê êàê èñïûòàíèÿ íåçàâèñèìû, òî â ñèëó (6.6) âåðîÿòíî-

ñòè, �èãóðèðóþùèå â ýòîé ñóììå, ñîâïàäàþò è ðàâíû

p(ω) = pr1
1 pr2

2 . . . prk

k .

Ïîýòîìó ñóììà áóäåò ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ÷èñëà ñëàãàå-

ìûõ íà îòäåëüíîå ñëàãàåìîå:

P{µ1 = r1, µ2 = r2, . . . , µk = rk} =

= [÷èñëî ñëàãàåìûõ] pr1
1 pr2

2 . . . prk

k .

Íî ÷èñëî ñëàãàåìûõ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñïîñîáîâ, ñ ïîìî-

ùüþ êîòîðûõ ìíîæåñòâî {ω1, ω2, . . . , ωn} ìîæíî ðàçáèòü
íà k ãðóïï òàê, ÷òîáû â ïåðâóþ ãðóïïó âîøëî ðîâíî r1

ýëåìåíòîâ äëÿ ñèìâîëà u1, âî âòîðóþ ãðóïïó âîøëî ðîâíî

r2 ýëåìåíòîâ äëÿ ñèìâîëà u2 è ò.ä., íàêîíåö, â k-þ ãðóïïó

âîøëî ðîâíî rk ýëåìåíòîâ äëÿ ñèìâîëà uk. Ïî òåîðåìå 3.5

÷èñëî òàêèõ ñïîñîáîâ ðàâíî

n!

r1!r2! . . . rk!
.

Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â n èñïûòàíèÿõ

ïîëèíîìèàëüíîé ñõåìû ïðîèçîéäåò ðîâíî r1 èñõîäîâ u1,
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ðîâíî r2 èñõîäîâ u2 è ò.ä., íàêîíåö, ðîâíî rk èñõîäîâ uk,

ðàâíà

P{µ1 = r1, µ2 = r2, . . . , µk = rk} =

=
n!

r1!r2! . . . rk!
pr1
1 pr2

2 . . . prk

k , (6.7)

ãäå r1, r2, . . . , rk � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, äà-

þùèå â ñóììå n. Òàê êàê ñîáûòèÿ {µ1 = r1, µ2 =
r2, . . . , µk = rk} äëÿ ðàçëè÷íûõ íåîòðèöàòåëüíûõ çíà-

÷åíèé r1, r2, . . . , rk, äàþùèõ â ñóììå n, îáðàçóþò ïîëíóþ
ãðóïïó, òî

∑

r1+r2+...+rk=n

n!

r1! r2! . . . rk!
pr1
1 pr2

2 . . . prk

k = 1.

Ñîãëàñíî �îðìóëå (3.10) ýòà ñóììà ðàâíà

(p1 + p2 + . . . + pk)
n = 1n = 1.

Ýòî êîñâåííî ïîäòâåðæäàåò ñïðàâåäëèâîñòü �îðìóëû

(6.7), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé èëè ìóëü-

òèíîìèàëüíîé �îðìóëîé.

Ïðèìåð 3. Íà îòðåçîê [0, 1], ðàçáèòûé íà òðè ÷àñòè

[0, 1/4), [1/4, 3/4), [3/4, 1], "íàóäà÷ó" áðîøåíî 5 òî÷åê.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà ïåðâûå äâà ïðîìåæóòêà

ðàçáèåíèÿ ïîïàäåò ïî äâå òî÷êè, à íà ïîñëåäíèé ïðîìå-

æóòîê � îäíà òî÷êà?

Êîãäà â òîé èëè èíîé çàäà÷å ãîâîðèòñÿ î áðîñàíèè

íåñêîëüêèõ òî÷åê íà îòðåçîê, òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî

äëÿ êàæäîé îòäåëüíîé òî÷êè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â

èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà [0, 1] îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè, à èñïû-

òàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ áðîñàíèåì ðàçëè÷íûõ òî÷åê, íåçàâè-

ñèìû. Ïóñòü µ1 � ÷èñëî òî÷åê, ïîïàâøèõ â [0, 1/4), µ2 �
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÷èñëî òî÷åê, ïîïàâøèõ â [1/4, 3/4), µ3 � ÷èñëî òî÷åê, ïî-

ïàâøèõ â [3/4, 1]. Ïî �îðìóëå (6.7) èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü

ðàâíà

P{µ1 = 2, µ2 = 2, µ3 = 1} =
5!

2!2!1!
(1/4)2(1/2)21/4 =

= 15/128.

� 7. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû â ñõåìå Áåðíóëëè

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåëèå äàííîãî çàâîäà ÿâëÿåòñÿ

áðàêîâàííûì, ðàâíà 0.005. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

èç 10 000 íàóäà÷ó âçÿòûõ èçäåëèé ýòîãî çàâîäà áðàêîâàí-

íûìè îêàæóòñÿ à) 40 äåòàëåé; á) íå áîëåå 70 äåòàëåé?

Ñîãëàñíî �îðìóëå Áåðíóëëè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

áðàêîâàííûìè îêàæóòñÿ 40 äåòàëåé, ðàâíà

P10000(40) = C40
10000(0.005)

40(0.995)9960 .

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áðàêîâàííûìè îêàæóòñÿ íå áîëåå

70 äåòàëåé, ðàâíà

P{µ ≤ 70} =

70∑

k=0

P10000(k) =

=

70∑

k=0

Ck
10000(0.005)

k(0.995)10000−k .

Âèäíî, ÷òî äëÿ ïîäñ÷åòà ýòèõ âåðîÿòíîñòåé òðåáóåòñÿ

ïðîâåñòè äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèå âû÷èñëåíèÿ. Äàæå

ïðè èñïîëüçîâàíèè êîìïüþòåðà âîçíèêíóò ñëîæíîñòè ñ
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âû÷èñëåíèåì Ck
10000, ïîñêîëüêó ïðèäåòñÿ óìíîæàòü äðóã

íà äðóãà áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìíîæèòåëåé ïîðÿäêà 104
.

Â ñèòóàöèè ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà ìîæíî ïðèìåíèòü

ïðåäåëüíóþ òåîðåìó, ïðåäëîæåííóþ Ïóàññîíîì. Çàñëóãà

Ïóàññîíà ñîñòîèò íå â äîêàçàòåëüñòâå ïðèâîäèìîãî íèæå

ðåçóëüòàòà, èáî îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì óïðàæíåíèåì ïî

ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, à â òîì, ÷òî îí ïðåäëîæèë

àñèìïòîòèêó âåðîÿòíîñòè Pn(k) â ñõåìå Áåðíóëëè ïðè

ñòðåìëåíèè n ê áåñêîíå÷íîñòè îïðåäåëåííûì ñïîñîáîì,

â êîòîðîì p çàâèñèò îò n.

Òåîðåìà 7.1 (Ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ïóàññîíà).

Åñëè â ñõåìå Áåðíóëëè n → ∞, p → 0 òàêèì îáðàçîì,

÷òî np = λ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì, òî

Pn(k) → P (k) =
λk

k!
e−λ, k = 1, 2, . . . .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû p = λ
n ,

ïîýòîìó q = 1 − p = 1 − λ
n . Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
n→∞

Ck
npkqn−k = lim

n→∞
n(n − 1) . . . (n − k + 1)

k!

(λ

n

)k
·

·
(
1 − λ

n

)n−k
=

λk

k!
lim

n→∞

(
1 − 1

n

)(
1 − 2

n

)
. . .

(
1 − k − 1

n

)
·

·
(
1 − λ

n

)−k(
1 − λ

n

)n
=

λk

k!
lim

n→∞

(
1 − λ

n

)n
=

λk

k!
e−λ.

�

Çàìå÷àíèå 1. Òåîðåìîé Ïóàññîíà ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ

äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè Pn(k) ïðè

áîëüøèõ n è ìàëûõ p. Äëÿ óäîáñòâà ñ�îðìóëèðóåì íå
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âïîëíå ÷åòêîå ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 7.2. Åñëè â ñõåìå Áåðíóëëè n âåëèêî, à p
ìàëî òàê, ÷òî ïðè ýòîì λ = np íå ìàëî è íå âåëèêî, òî

Pn(k) ≈ λk

k!
e−λ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî òåîðåìîé Ïóàññîíà ìîæíî ïîëü-

çîâàòüñÿ, êîãäà n âåëèêî, à p áëèçêà ê åäèíèöå. Â ýòîì

ñëó÷àå íàäî óñïåõ ïåðåèìåíîâàòü íà íåóäà÷ó, à íåóäà÷ó

� íà óñïåõ. Òîãäà âåðîÿòíîñòü "íîâîãî" óñïåõà áóäåò

áëèçêà ê íóëþ.

Ïðèìåð 1. Êîììóòàòîð îáñëóæèâàåò 100 àáîíåíòîâ.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òå÷åíèå ìèíóòû àáîíåíò ïîçâî-

íèò íà êîììóòàòîð, ðàâíà 0.01. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òî-

ãî, ÷òî â òå÷åíèå ìèíóòû íà êîììóòàòîð ïîçâîíÿò à)ðîâíî

3 àáîíåíòà; á)ìåíåå òðåõ àáîíåíòîâ.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî àáîíåíòû çâîíÿò íåçàâèñèìî äðóã îò äðó-

ãà è ïðèíèìàÿ çà óñïåõ çâîíîê îòäåëüíîãî àáîíåíòà, ïî-

ëó÷àåì ñõåìó Áåðíóëëè èç n = 100 èñïûòàíèé ñ p =
0.01, q = 0.99. Òàê êàê n = 100 âåëèêî, p = 0.01 ìàëî,

à λ = np = 1 íå ìàëî è íå âåëèêî, òî ïî ñëåäñòâèþ 1

a)P100(3) ≈
13

3!
e−1 = 0.0613;

á)P{µ < 3} = P100(0) + P100(1) + P100(2) ≈

≈ 10

0!
e−1 +

11

1!
e−1 +

12

2!
e−1 = 0.9197.

×òî æå äåëàòü, êîãäà âåðîÿòíîñòü óñïåõà p äàëåêî îò-
ñòîèò îò êîíöîâ îòðåçêà [0, 1]? Â ýòîì ñëó÷àå íà ïîìîùü

106



� 7. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû â ñõåìå Áåðíóëëè

ïðèõîäèò òàê íàçûâàåìàÿ òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà, äî-

êàçàííàÿ âïåðâûå äëÿ ñëó÷àÿ ñèììåòðè÷íîé ñõåìû Áåð-

íóëëè (ò.å. ïðè p = q = 1/2) Ìóàâðîì, à çàòåì îáîáùåí-

íàÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî 0 < p < 1 Ëàïëàñîì. Ïðå-

æäå, ÷åì ïåðåõîäèòü ê �îðìóëèðîâêàì ñîîòâåòñòâóþùèõ

òåîðåì, íàïîìíèì íåêîòîðûå �àêòû èç ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} è {bn} íàçûâàþòñÿ ýê-
âèâàëåíòíûìè (ïðè n → ∞), åñëè

lim
n→∞

bn

an
= 1. (7.1)

Ôàêò ýêâèâàëåíòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {an} è {bn}
îáîçíà÷àåòñÿ òàê: bn ∼ an. Åñëè äðîáü, ñòîÿùàÿ ïîä çíà-

êîì ïðåäåëà â (7.1), çàâèñèò îò íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {xn}, à ñòðåìëåíèå ê ïðåäåëó â (7.1) ðàâíîìåðíî

îòíîñèòåëüíî âñåõ xn ∈ X, ãäå X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî

(ò.å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N
òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ n > N è äëÿ âñåõ xn ∈ X âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |bn/an − 1| < ε), òî ïèøóò bn ∼ an

ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî xn ∈ X (èëè ðàâíîìåðíî ïî

xn ∈ X). Èçâåñòíî, ÷òî åñëè an ∼ bn ðàâíîìåðíî îòíî-

ñèòåëüíî xn ∈ X, à cn ∼ dn ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî

xn ∈ X, òî è ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî xn ∈ X âûïîëíÿ-

åòñÿ:

ancn ∼ bndn;
an

cn
∼ bn

dn
.

Äëÿ íå�îðìàëüíîãî ïîíèìàíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèâîäè-

ìîé äàëåå òåîðåìû ïîëåçíî âñïîìíèòü ñîâñåì ïðîñòîå äî-

êàçàòåëüñòâî ýòèõ ñâîéñòâ. Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ñîãëàñ-

íî îáùåìó îïðåäåëåíèþ o(an) ïðè n → ∞ äëÿ áåñêîíå÷íî

ìàëîé âåëè÷èíû ïðè n → ∞ ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáîçíà-

÷åíèå o(1).
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Ëîêàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà-

Ëàïëàñà.

Ïóñòü â ñõåìå Áåðíóëëè 0 < p < 1, òîãäà ïðè n → ∞
ðàâíîìåðíî ïî âñåì xk âèäà xk = k−np√

npq , ïðèíàäëåæàùèì

êîíå÷íîìó îòðåçêó [a,b℄,

Pn(k) ∼ 1√
npq

ϕ(xk),

ãäå ϕ(x) = 1√
2π

exp {−x2

2 } � òàê íàçûâàåìàÿ ïëîòíîñòü

ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé

èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëîé

Ñòèðëèíãà:

n! ∼
√

2πn nne−n
ïðè n → ∞. (7.2)

Ïî �îðìóëå Áåðíóëëè

Pn(k) = Ck
npkqn−k =

n!

k!(n − k)!
pkqn−k. (7.3)

Ïî óñëîâèþ

xk =
k − np√

npq
∈ [a, b],

ïîýòîìó ïðè n → ∞ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî xk ∈ [a, b]
áóäåò

k = np + xk
√

npq → ∞, n − k = nq − xk
√

npq → ∞.

Ïîýòîìó èç (7.3) ñ ó÷åòîì (7.2) ïîëó÷èì, ÷òî ðàâíîìåðíî

îòíîñèòåëüíî xk ∈ [a, b] áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

Pn(k) ∼
√

2πn nne−n

√
2πk kke−k

√
2π(n − k) (n − k)n−ke−(n−k)

=
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=
1√
2π

√
n

k(n − k)

(np

k

)k( nq

n − k

)n−k
.

Ïîëüçóÿñü �îðìóëîé Òåéëîðà

ln(1 + x) = x − x2

2
+ o(x2), x → 0,

è òåì, ÷òî

k

np
= 1 + xk

√
q

np
;

n − k

nq
= 1 − xk

√
p

nq
,

ïîëó÷èì:

ln
(np

k

)k
= − ln

( k

np

)k
= −k ln

k

np
= −(np + xk

√
npq)·

ln
(
1+xk

√
q

np

)
= −(np+xk

√
npq)

(
xk

√
q

np
− qx2

k

2np
+o

( 1

n

))
=

= −xk
√

npq − qx2
k +

qx2
k

2
+ o(1) = −xk

√
npq − qx2

k

2
+ o(1).

Àíàëîãè÷íî, ðàâíîìåðíî ïî xk ∈ [a, b]

ln
( nq

n − k

)n−k
= − ln

(n − k

nq

)n−k
= −(n − k) ln

n − k

nq
=

= −(nq − xk
√

npq) ln
(
1 − xk

√
p

nq

)
=

= −(nq − xk
√

npq)
(
− xk

√
p

nq
− px2

k

2nq
+ o

( 1

n

))
=

= xk
√

npq − px2
k +

px2
k

2
+ o(1) = xk

√
npq − px2

k

2
+ o(1).
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Ïîýòîìó ðàâíîìåðíî ïî òàêèì xk

ln
(np

k

)k( nq

n − k

)n−k
= −x2

k

2
+ o(1).

Ñëåäîâàòåëüíî,

(np

k

)k( nq

n − k

)n−k
= exp

{
− x2

k

2

}
exp {o(1)} ∼

∼ exp
{
− x2

k

2

}

ðàâíîìåðíî ïî xk ∈ [a, b]. Ïîñêîëüêó ðàâíîìåðíî îòíîñè-

òåëüíî òàêèõ xk

√
n

k(n − k)
∼

√
n

npnq
=

1√
npq

,

òî ðàâíîìåðíî ïî xk ∈ [a, b]

Pn(k) ∼ 1√
2π

1√
npq

e−
x2

k
2 =

1√
npq

ϕ(xk).

�

Ñëåäñòâèå 7.3. Åñëè â ñõåìå Áåðíóëëè n âåëèêî, à

âåðîÿòíîñòü óñïåõà p íå î÷åíü áëèçêà ê êîíöàì èíòåðâàëà

(0,1) (

√
npq âåëèêî), òî

Pn(k) ≈ 1√
npq

ϕ(xk), ãäå xk =
k − np√

npq
.

Ïîñêîëüêó

P
{
a ≤ µ − np√

npq
≤ b

}
=

∑

k: a≤xk≤b

Pn(k) ≈
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≈
∑

k: a≤xk≤b

ϕ(xk)∆xk ≈
b∫

a

ϕ(x)dx,

ãäå ∆xk = 1√
npq , òî âåñüìà ïðàâäîïîäîáåí ñëåäóþ-

ùèé ðåçóëüòàò:

Èíòåãðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà-

Ëàïëàñà. Ïóñòü â ñõåìå Áåðíóëëè 0 < p < 1. Òîãäà
ðàâíîìåðíî ïî âñåì a è b òàêèì, ÷òî −∞ ≤ a < b ≤ +∞,

lim
n→∞

P
{
a ≤ µ − np√

npq
≤ b

}
=

b∫

a

ϕ(x)dx = Φ(b) − Φ(a) =

= N(b) − N(a).

Çäåñü

Φ(x) =

x∫

0

ϕ(t)dt � òàê íàçûâàåìàÿ �óíêöèÿ Ëàïëàñà,

N(x) =
x∫

−∞
ϕ(t)dt � òàê íàçûâàåìàÿ �óíêöèÿ ñòàíäàðò-

íîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñëåä-

ñòâèåì ãîðàçäî áîëåå îáùåé òàê íàçûâàåìîé öåíòðàëüíîé

ïðåäåëüíîé òåîðåìû è áóäåò äàíî ïîçæå.

Â ñèëó èíòåãðàëüíîé òåîðåìû âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

÷èñëî óñïåõîâ ìîæåò ïðèíèìàòü öåëûå çíà÷åíèÿ îò k1 äî

k2 âêëþ÷èòåëüíî, ðàâíà

Pn(k1, k2) = P{k1 ≤ µ ≤ k2} =

= P
{k1 − np√

npq
≤ µ − np√

npq
≤ k2 − np√

npq

}
≈
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≈ Φ
(k2 − np√

npq

)
− Φ

(k1 − np√
npq

)
.

Ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå 7.4. Åñëè â ñõåìå Áåðíóëëè âåðîÿòíîñòü

óñïåõà p íå î÷åíü áëèçêà ê 0 èëè 1, òî ïðè áîëüøèõ n
(

√
npq âåëèêî)

Pn(k1, k2) ≈ Φ(xk2) − Φ(xk1),

ãäå xk = k−np√
npq .

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ýêñïåðè-

ìåíòà ìîæåò ïîÿâèòüñÿ èëè íå ïîÿâèòüñÿ ñîáûòèå A.
Âñåãäà ìîæíî �àêòîðèçîâàòü èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî ýëå-

ìåíòàðíûõ èñõîäîâ, îáúåäèíÿÿ èñõîäû, áëàãîïðèÿòñòâó-

þùèå A, â èñõîä A, à èñõîäû, íå áëàãîïðèÿòñòâóþùèå

A, â èñõîä A. Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå σ-àëãåáðû áåðåì

F = {Ω, φ,A,A}. Ñ÷èòàÿ, ÷òî A � óñïåõ, A � íåóäà÷à, ïî-

ëó÷àåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ñîáûòèÿ A ìîæíî

îòîæäåñòâèòü ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà: p = P (A). Òîãäà µ
� ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ � ýòî ÷èñëî ïîÿâëåíèé

ñîáûòèÿ A â n èñïûòàíèÿõ,

µ
n � îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà

ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A â n èñïûòàíèÿõ. Ïðè àêñèîìàòèçà-

öèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìû ñòðåìèëèñü ê òîìó, ÷òîáû

ïðè áîëüøèõ n îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà

µ
n ñòàáèëèçèðîâà-

ëàñü îêîëî âåðîÿòíîñòè p. À êàê îöåíèòü, íàñêîëüêî îò-

íîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ìîæåò îòêëîíÿòüñÿ îò âåðîÿòíîñòè.

Â ñèëó èíòåãðàëüíîé òåîðåìû Ìóàâðà-Ëàïëàñà

P
{∣∣∣

µ

n
− p

∣∣∣ ≤ ε
}

= P{−nε ≤ µ − np ≤ nε} =

= P
{
− ε

√
n

pq
≤ µ − np√

npq
≤ ε

√
n

pq

}
≈
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≈ Φ
(
ε

√
n

pq

)
− Φ

(
− ε

√
n

pq

)
= 2Φ

(
ε

√
n

pq

)
.

Èòàê, ïîëó÷èëè óäîáíóþ â ïðèëîæåíèÿõ �îðìóëó äëÿ

îöåíêè ñòåïåíè îòêëîíåíèÿ îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû ñîáû-

òèÿ îò âåðîÿòíîñòè ýòîãî ñîáûòèÿ:

P
{∣∣∣

µ

n
− p

∣∣∣ ≤ ε
}
≈ 2Φ

(
ε

√
n

pq

)
.

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà ïðè

ëþáîì ε > 0 ñòðåìèòñÿ ê 1, òî âåñüìà ïðàâäîïîäîáíî, ÷òî
äëÿ âñÿêîãî ε > 0

lim
n→∞

P
{∣∣∣

µ

n
− p

∣∣∣ ≤ ε
}

= 1.

Ýòî òàê íàçûâàåìûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â �îðìå Áåð-

íóëëè, êîòîðûé áóäåò ñòðîãî äîêàçàí ïîçæå. Âûïîëíåíèå

ýòîãî çàêîíà ïîêàçûâàåò ðàçóìíîñòü ââåäåííîé íàìè àê-

ñèîìàòèêè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, èáî â åå ðàìêàõ ïîêà-

çàíî, ÷òî â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà

ñîáûòèÿ ñòàáèëèçèðóåòñÿ âîêðóã åãî âåðîÿòíîñòè, à èìåí-

íî ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê åäèíèöå, îíà

ñêîëü óãîäíî ìàëî îòêëîíÿåòñÿ îò ýòîé âåðîÿòíîñòè.

� 8. Áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà è áîðåëåâñêèå

�óíêöèè. Ïîïîëíåíèå âåðîÿòíîñòíîãî

ïðîñòðàíñòâà

Ýòîò ïàðàãðà� ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì è íåîáõîäèì

äëÿ ïîíèìàíèÿ ââîäèìîãî äàëåå ïîíÿòèÿ ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû. ×àñòü ìàòåðèàëà èçâåñòíà èç êóðñà �óíêöèî-

íàëüíîãî àíàëèçà, äðóãàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøèì åå

ðàçâèòèåì.
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Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Â ñèëó ëåììû

4.4 äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X,

â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñåìåéñòâà âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ èç

X, ñóùåñòâóåò íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ ýòî

ñåìåéñòâî.

Îïðåäåëåíèå 8.1. Íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæà-
ùàÿ âñå îòêðûòûå ìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

X, íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ

ïðîñòðàíñòâà X, à ìíîæåñòâà èç íåå � áîðåëåâñêèìè.

Áóäåì ÷åðåç B(X) îáîçíà÷àòü ýòó σ-àëãåáðó. Êàê âñÿ-
êàÿ σ-àëãåáðà, B(X) ñîäåðæèò ∅ è âñå ïðîñòðàíñòâî X.

Ïî îïðåäåëåíèþ 8.1 îíà ñîäåðæèò âñå îòêðûòûå ìíîæå-

ñòâà ïðîñòðàíñòâà X. Òàê êàê ëþáîå çàìêíóòîå ìíîæå-

ñòâî F ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå F = X \G, ãäå G � îòêðû-

òîå ìíîæåñòâî, òî, ïî îïðåäåëåíèþ σ-àëãåáðû, F ∈ B(X).
Èòàê, âñå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ áîðåëåâñêèìè.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ìû ìîãëè áû äàòü ýêâèâàëåíòíîå

îïðåäåëåíèå B(X) êàê íàèìåíüøåé σ-àëãåáðû, ñîäåðæà-
ùåé âñå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X.

Ïîñêîëüêó ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ R ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷å-

ñêèì ïðîñòðàíñòâîì, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü σ-àëãåáðó
áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ÷èñëîâîé ïðÿìîé, êîòîðóþ äëÿ

êðàòêîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç B, ò.å. B = B(R). Çàäàäèìñÿ
âîïðîñîì, íàñêîëüêî øèðîê êëàññ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ.

1. Îäíîòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ áîðåëåâñêè-

ìè.

Äåéñòâèòåëüíî, îäíîòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ

çàìêíóòûìè. Âîçìîæíû è äðóãèå ìîòèâèðîâêè, íàïðè-
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ìåð,

{a} =

∞⋂

n=1

(
a − 1

n
, a +

1

n

)
,

à òàê êàê èíòåðâàëû, ñòîÿùèå ïîä çíàêîì ïåðåñå÷åíèÿ �

îòêðûòûå ìíîæåñòâà, ò.å. áîðåëåâñêèå, òî ïî îïðåäåëå-

íèþ σ-àëãåáðû {a} ∈ B.

2. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê � áîðåëåâñêîå.

Äåéñòâèòåëüíî, îíî ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì îáúåäèíåíèåì

îäíîòî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ.

3. Ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ òî÷åê � áîðåëåâñêîå.

Äåéñòâèòåëüíî, îíî ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê ìíîæå-

ñòâó ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê.

4. Ëþáûå ïðîìåæóòêè (−∞,+∞), (−∞, a), (−∞, a],

(a,+∞), [a,+∞), (a, b), [a, b], [a, b), (a, b] � áîðåëåâ-

ñêèå ìíîæåñòâà.

Ýòî î÷åâèäíî, è Âû äîëæíû óìåòü äîêàçûâàòü.

Íàïðèìåð, [a, b) ∈ ß, òàê êàê [a, b) = (a, b) ∪ {b}.

5. Åñëè f(x) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, òî ìíîæåñòâà

{x : f(x) < c}, {x : f(x) ≤ c}, {x : a ≤ f(x) < b}

è ò.ï., � áîðåëåâñêèå.

Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, {x : f(x) < c} =
f−1((−∞, c)) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, ò.å. áîðåëåâñêèì, ïî-

ñêîëüêó ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè ïðîîáðàç îòêðû-

òîãî ìíîæåñòâà (−∞, c) îòêðûò. Äàëåå,

{x : a ≤ f(x) < b} = {x : a < f(x) < b} ∪ {x : f(x) = a}.
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Ïåðâîå ñëàãàåìîå â îáúåäèíåíèè � îòêðûòîå ìíîæåñòâî,

ò.å. áîðåëåâñêîå, êàê ïðîîáðàç îòêðûòîãî ìíîæåñòâà

(a, b) ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè f , âòîðîå ñëàãàåìîå
� çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ò.å. áîðåëåâñêîå, êàê ïðîîáðàç

çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà {a} ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåí-

íèè f . Òàê êàê B � àëãåáðà, òî è îáúåäèíåíèå áóäåò

ïðèíàäëåæàòü B.

Äîâîëüíî òðóäíî ïðèâåñòè ïðèìåð ìíîæåñòâà, íå ÿâ-

ëÿþùåãîñÿ áîðåëåâñêèì. Âñå ìíîæåñòâà, êîòîðûå ìîãóò

áûòü ñêîíñòðóèðîâàíû èç ìíîæåñòâ, �èãóðèðóþùèõ â

ñâîéñòâàõ 1-5, ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ÷èñëà

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé, ÿâëÿþòñÿ áîðåëåâ-

ñêèìè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðà íå áîðåëåâñêîãî ìíîæå-

ñòâà íåëüçÿ îáîéòèñü áåç àêñèîìû âûáîðà, ïîäîáíî òî-

ìó, êàê ñòðîèòñÿ ïðèìåð ìíîæåñòâà, íå èçìåðèìîãî ïî

Ëåáåãó. Ïîíÿòíî, ÷òî âñå ìíîæåñòâà, èìåþùèå êàêîé-òî

ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ, ÿâëÿþòñÿ áîðåëåâñêèìè. Ïîýòîìó

â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé â êà÷åñòâå

îñíîâíîé áåðåòñÿ σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ, ÷òî

ñ çàïàñîì îáåñïå÷èâàåò âñå âîçìîæíûå ïðèêëàäíûå ïî-

òðåáíîñòè.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ äðóãàÿ êîíñòðóêöèÿ

σ-àëãåáðû B, îñíîâàííàÿ íå íà îòêðûòûõ ìíîæåñòâàõ,

à íà ïîëóèíòåðâàëàõ. Ïóñòü [a, b) = {x : a ≤ x < b}
äëÿ âñåõ −∞ ≤ a ≤ b ≤ +∞. Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

[−∞, a) äëÿ èíòåðâàëà (−∞, a) è îáîçíà÷åíèå [−∞,+∞)
äëÿ (−∞,+∞), ÷òîáû íå äåëàòü ëèøíèõ îãîâîðîê â ïðè-

âîäèìîé íèæå êîíñòðóêöèè. Òàêèì îáðàçîì, âñÿ ÷èñëîâàÿ

ïðÿìàÿ R è ïóñòîå ìíîæåñòâî φ = [a, a) òàêæå ÿâëÿþòñÿ
ïîëóèíòåðâàëàìè òàêîãî âèäà. Ïóñòü A � ñîâîêóïíîñòü

âñåõ ïîäìíîæåñòâ R, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â

116



� 8. Áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà è áîðåëåâñêèå �óíêöèè...

âèäå êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ

ïîëóèíòåðâàëîâ òàêîãî âèäà, ò.å.

A = {A : ∀n ∈ N, ai ≤ bi, i = 1, n; A =
n∑

i−1

[ai, bi)}.

Çàäà÷à 1. Ïîêàæèòå, ÷òî A � àëãåáðà.

Â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ýòó àëãåáðó àëãåáðîé

îáúåäèíåíèé ïîëóèíòåðâàëîâ.

Îäíàêî A íå ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé, òàê êàê ∀n ∈
N

[
1
n , 1

)
∈ A, îäíàêî

∞⋃

n=1

[ 1

n
, 1

)
= (0, 1) /∈ A.

Ëåììà î ñòðîåíèè σ-àëãåáðû áîðåëåâñêèõ ìíî-

æåñòâ íà R. σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ÷èñëîâîé

ïðÿìîé ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøåé σ-àëãåáðîé, ñîäåðæà-

ùåé àëãåáðó A, ò.å.

B = σ(A).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî

σ(A) ⊂ B. Ìíîæåñòâà èç àëãåáðû A � áîðåëåâñêèå ïî

ñâîéñòâó 4 è îïðåäåëåíèþ àëãåáðû, ò.å. A ⊂ B. Èòàê, B
� σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ A, íî σ(A) � íàèìåíüøàÿ σ-
àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ A. Ïîýòîìó σ(A) ⊂ B.
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2. Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî B ⊂ σ(A). Çàìåòèì, ÷òî ëþ-

áîé îòêðûòûé èíòåðâàë (a, b) ñîäåðæèòñÿ â σ(A). Äåé-

ñòâèòåëüíî, ∀n ∈ N áóäåò

[
a + 1

n , b
)

∈ A ⊂ σ(A), à òàê

êàê σ(A) � σ-àëãåáðà, òî

(a, b) =
∞⋃

n=1

[
a +

1

n
, b

)
∈ σ(A).

Èç òåîðèè �óíêöèé èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå îòêðûòîå ìíî-

æåñòâî íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ èíòåðâàëîâ. Ïóñòü W � ñîâîêóïíîñòü âñåõ îòêðû-

òûõ ìíîæåñòâ R, G ∈ W . Ñîãëàñíî âûøåñêàçàííîìó,

G =
∑

i∈I

(ai, bi),

ãäå I ⊂ N. Ïîñêîëüêó, êàê âûøå äîêàçàíî, (ai, bi) ∈ σ(A)
è σ(A) � σ-àëãåáðà, òî G ∈ σ(A). Ïîýòîìó

W ⊂ σ(A). Ïî îïðåäåëåíèþ, B � íàèìåíüøàÿ σ-
àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ W , à σ(α) � íåêîòîðàÿ σ-
àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ W . Ñëåäîâàòåëüíî, B ⊂ σ(A).
�

Òàê êàê îòðåçîê [0, 1] � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,

òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü σ-àëãåáðó åãî áîðåëåâñêèõ

ìíîæåñòâ B([0, 1]). Äëÿ íåå âåðíû òå æå ñâîéñòâà, ÷òî

è äëÿ B(R), ñ òîé ëèøü îãîâîðêîé, ÷òî âñå ìíîæåñòâà

áåðóòñÿ èç [0, 1], à ðîëü åäèíèöû â ýòîé σ-àëãåáðå èãðàåò
íå R, à [0, 1]. Ëþáîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî èç B([0, 1])
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê B ∩ [0, 1], ãäå B ∈ B. Òàêèì
îáðàçîì, B([0, 1]) = B ∩ [0, 1]. Åñëè ðàññìîòðåòü êàê

è â ñëó÷àå áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà ïðÿìîé àëãåáðó
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îáúåäèíåíèé ïîëóèíòåðâàëîâ A([0, 1]), ñîñòàâëåííóþ

òî÷íî òàêèì æå îáðàçîì, ÷òî è A, òîëüêî èíòåðâàëû

[ai, bi) äîëæíû áðàòüñÿ èç [0, 1], òî ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ,

÷òî B([0, 1]) = σ(A([0, 1])).

Îïðåäåëåíèå 8.2. Ïóñòü D � áîðåëåâñêîå ìíîæå-

ñòâî. Ôóíêöèÿ f : D → R íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé ïî

Áîðåëþ èëè áîðåëåâñêîé, åñëè ïðîîáðàç áîðåëåâñêî-

ãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêèì ìíîæåñòâîì, ò.å.

∀B ∈ B âûïîëíÿåòñÿ f−1(B) ∈ B.

Òåîðåìà 8.3. Åñëè f : D → R � íåïðåðûâíàÿ �óíê-

öèÿ, òî f � áîðåëåâñêàÿ �óíêöèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì êëàññ ïîäìíî-

æåñòâ ÷èñëîâîé ïðÿìîé

M = {B : B ⊂ R, f−1(B) ∈ B}.

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî M � σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ R.

Äåéñòâèòåëüíî, f−1(R) = D ∈ B, ñëåäîâàòåëüíî, R ∈ M.

Äàëåå, f−1(∅) = ∅ ∈ B, ïîýòîìó φ ∈ M. Åñëè A,B ∈ M,

òî f−1(A), f−1(B) ∈ B, ñëåäîâàòåëüíî,

f−1(A ∪ B) = f−1(A) ∪ f−1(B) ∈ B,

f−1(A ∩ B) = f−1(A) ∩ f−1(B) ∈ B,

f−1(A \ B) = f−1(A) \ f−1(B) ∈ B.

Ïîýòîìó A ∪ B, A ∩ B, A \ B ∈ M. Çíà÷èò, M � àëãå-

áðà. Åñëè B1, B2, . . . ∈ M, òî f−1(B1), f−1(B2), . . . ∈ B,
ñëåäîâàòåëüíî,

f−1(B1 ∪ B2 ∪ . . . ) = f−1(B1) ∪ f−1(B2) ∪ . . . ∈ B,
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f−1(B1 ∩ B2 ∩ . . . ) = f−1(B1) ∩ f−1(B2) ∩ . . . ∈ B.

Ïî îïðåäåëåíèþ M ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

∞⋃
n=1

Bn ∈

M,
∞⋂

n=1
Bn ∈ M. Ïîýòîìó àëãåáðà M ÿâëÿåòñÿ σ-

àëãåáðîé.

Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, W � ñîâîêóïíîñòü âñåõ

îòêðûòûõ ìíîæåñòâ R. Òàê êàê f � íåïðåðûâíàÿ

�óíêöèÿ, òî ïðîîáðàç îòêðûòîãî ìíîæåñòâà � îò-

êðûòîå ìíîæåñòâî, ò.å. áîðåëåâñêîå. Òàêèì îáðàçîì,

∀G ∈ W âûïîëíÿåòñÿ f−1(G) ∈ B, ò.å. G ∈ M. Èòàê,

W ⊂ M, à òàê êàê M � σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ W ,

òî îíà ñîäåðæèò íàèìåíüøóþ σ-àëãåáðó, ñîäåðæàùóþ

W , ò.å. B. Ïîñêîëüêó B ⊂ M, òî ∀B ∈ B âûïîëíÿåòñÿ

B ∈ M, ò.å. f−1(B) ∈ B. Ïîñëåäíåå, ñîãëàñíî îïðåäå-

ëåíèþ 8.2, îçíà÷àåò, ÷òî f � áîðåëåâñêàÿ �óíêöèÿ.

�

Òàê êàê n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn
� ìåò-

ðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî ìîæíî ãîâîðèòü î σ-àëãåáðå
åãî áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ B(Rn) = Bn

. Ïóñòü D ⊂ Rn

� n-ìåðíîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî (íà ñàìîì äåëå D �

åäèíèöà σ-àëãåáðû D ∩ Bn
).

Îïðåäåëåíèå 8.4. Ôóíêöèÿ f : D → R íàçû-

âàåòñÿ èçìåðèìîé ïî Áîðåëþ èëè áîðåëåâñêîé,

åñëè ∀B ∈ B âûïîëíÿåòñÿ f−1(B) ∈ Bn
(íà ñàìîì äåëå

f−1(B) ∈ D ∩ Bn
).

Òåîðåìà 8.5. Åñëè f : D → R � íåïðåðûâíàÿ �óíê-

öèÿ, òî f � áîðåëåâñêàÿ �óíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçà-
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òåëüñòâî òåîðåìû 8.3.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå òåîðåìó 8.5.

Ïóñòü (Ω, F , P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ó ìíîæåñòâà A ∈ F , èìåþùåãî
íóëåâóþ âåðîÿòíîñòü (P (A) = 0), ñóùåñòâóþò ïîäìíî-

æåñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèå F , è, ñëåäîâàòåëüíî, íå

èìåþùèå âåðîÿòíîñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò

óêàçàííîãî íåäîñòàòêà, ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Ìíîæåñòâî N ⊂ Ω íàçûâàåòñÿ P -íóëåâûì, èëè ïðîñòî
íóëåâûì, åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî A ∈ F òàêîå, ÷òî

N ⊂ A è P (A) = 0.

Îïðåäåëåíèå 8.6. Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

(Ω, F , P ) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè F ñîäåðæèò âñå

íóëåâûå ìíîæåñòâà.

Ïîëíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò òåì

ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáîå ïîäìíîæåñòâî N ìíîæåñòâà A íó-

ëåâîé âåðîÿòíîñòè èçìåðèìî (ò.å. ïðèíàäëåæèò F), è, ñëå-
äîâàòåëüíî, P (N) = 0.

�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó ïîïîëíåíèÿ âåðî-

ÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü N � êëàññ íóëåâûõ ìíî-

æåñòâ, F = {A ∪ N : A ∈ F , N ∈ N}. Îïðåäåëèì íà F
÷èñëîâóþ �óíêöèþ P , ïîëàãàÿ

P (A ∪ N) = P (A).

Äîêàæåì, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå �óíêöèè P êîð-

ðåêòíî. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè

ìíîæåñòâî èç F èìååò äâà ïðåäñòàâëåíèÿ A1 ∪ N1

è A2 ∪ N2, ãäå A1, A2 ∈ F , N1, N2 ∈ N, òî
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P (A1) = P (A2). Èç A1 ∪ N1 = A2 ∪ N2 ñëåäóåò, ÷òî

(A1 \A2)+ (A2 \A1) ⊂ [(A2 ∪N2) \A2]∪ [(A1 ∪N1) \A1] ⊂
N1 ∪ N2. Òàê êàê P (N1 ∪ N2) = 0, òî îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî P (A1∆A2) = P ((A1 \ A2) + (A2 \ A1)) = 0. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïî ñâîéñòâó âåðîÿòíîñòè 4 ïÿòîãî ïàðàãðà�à

P (A1) = P (A2).

Çàìå÷àíèå 1. Êîãäà äàâàëîñü îïðåäåëåíèå àëãåáðû è

σ-àëãåáðû, ìû íå ñòðåìèëèñü ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî òðå-

áîâàíèé, íàêëàäûâàåìûõ íà ìíîæåñòâà ýòèõ êëàññîâ. Îä-

íàêî ïðè äîêàçàòåëüñòâàõ òàêàÿ "ðàñòî÷èòåëüíîñòü" âû-

ëèâàåòñÿ â èõ óñëîæíåíèå. Ïîýòîìó ïðèâåäåì óäîáíûå

íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíî-

æåñòâà íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà F ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà

Ω îáðàçîâûâàëè σ-àëãåáðó. Âîò îíè:

1. ∅ ∈ F .
2. Åñëè A,B ∈ F , òî A ∈ F , A ∪ B ∈ F .
3. Åñëè A1, A2, . . . , ∈ F , òî

∞⋃
n=1

An ∈ F .
Íåîáõîäèìîñòü ýòèõ óñëîâèé î÷åâèäíà. Äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè íåîáõîäèìî àêêóðàòíî ïðîâåðèòü

âñå ïóíêòû îïðåäåëåíèÿ σ-àëãåáðû, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøå-
íèÿ äâîéñòâåííîñòè.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå äîñòàòî÷íîñòü ýòèõ óñëîâèé.

Çàäà÷à 4. �åøèòå çàäà÷ó 1 ñ ïîìîùüþ ïðîâåðêè

óñëîâèé 1.-3.

Çàäà÷à 5. Ìîäè�èöèðóéòå ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåî-

ðåìû 8.3, ñâÿçàííóþ ñ òåì, ÷òî M � σ-àëãåáðà, èñïîëüçóÿ
óñëîâèÿ 1. -3.
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�åøåíèå çàäà÷ 3-5 ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîâåñòè îáÿçàòåëü-

íî â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî èõ ðåøåíèå çàêðåïëÿåò ñòàíäàðòíûå

íàâûêè, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøåì è

êîòîðûå èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Òåîðåìà 8.7.

1. F � σ-àëãåáðà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé σ-
àëãåáðîé, ñîäåðæàùåé F è N.

2. Ôóíêöèÿ P ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé íà F .
3. Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω, F , P ) ÿâëÿåòñÿ

ïîëíûì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Ïî îïðåäåëåíèþ íóëåâîãî

ìíîæåñòâà ∅ ∈ N. Ïîýòîìó ∅ ∈ F , ïîñêîëüêó ∅ = ∅ + ∅,
ïðè÷åì ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðèíàäëåæèò F , à âòîðîå � N.

Ïóñòü A, B ∈ F , ò.å. A = A1 ∪ N1, B = B1 ∪ N2,

ãäå A1, B1 ∈ F , N1, N2 ∈ N. Î÷åâèäíî, îáúåäèíåíèå

íóëåâûõ ìíîæåñòâ � íóëåâîå ìíîæåñòâî (åñëè N1, N2 �

íóëåâûå ìíîæåñòâà, ò.å. ñóùåñòâóþò C1, C2 ∈ F òàêèå,

÷òî N1 ⊂ C1, N2 ⊂ C2 è P (C1) = P (C2) = 0, òî N1 ∪N2 ⊂
C1 ∪ C2, ïðè÷åì P (C1 ∪ C2) = 0, ïîñêîëüêó P (C1 ∪ C2) ≤
P (C1)+P (C2)). Ñëåäîâàòåëüíî, A∪B = (A1∪B1)∪ (N1∪
N2), ïðè÷åì A1 ∪ B1 ∈ F , N1 ∪ N2 ∈ N. Òàêèì îáðàçîì,

A ∪ B ∈ N, ò.å. êëàññ ìíîæåñòâ F çàìêíóò îòíîñèòåëüíî

êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé.

Ïîõîæèì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ çàìêíóòîñòü ýòî-

ãî êëàññà îòíîñèòåëüíî ñ÷åòíûõ îáúåäèíåíèé. Ïóñòü

A1, A2, . . . ∈ F , ò.å. A1 = D1 ∪N1, A2 = D2 ∪N2, . . . , ãäå
D1, D2, . . . ∈ F , N1, N2, . . . ∈ N. Ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå

íóëåâûõ ìíîæåñòâ � íóëåâîå ìíîæåñòâî (äîêàçàòåëüñòâî

àíàëîãè÷íî ïðîâåäåííîìó âûøå äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ ñ çà-

ìåíîé ñâîéñòâà êîíå÷íîé ïîëóàääèòèâíîñòè âåðîÿòíîñòè

ñâîéñòâîì ñ÷åòíîé ïîëóàääèòèâíîñòè 10 ÷åòâåðòîãî ïà-
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ðàãðà�à). Äàëåå,

∞⋃

n=1

An =
( ∞⋃

n=1

Dn

)
∪

( ∞⋃

n=1

Nn

)
,

ïðè÷åì

∞⋃
n=1

Dn ∈ F ,
∞⋃

n=1
Nn ∈ N, ò.å.

∞⋃
n=1

An ∈ F .

Ïóñòü A ∈ F , ò.å. A = A1∪N , ãäå A1 ∈ F, N ∈ N. Òàê

êàê N � íóëåâîå ìíîæåñòâî, òî íàéäåòñÿ A2 ∈ F òàêîå,

÷òî N ⊂ A2 è P (A2) = 0. Î÷åâèäíî,

A = A1 ∪ A2 + A2(A1 ∪ N),

ïðè÷åì A1 ∪ A2 ∈ F , A2(A1 ∪ N) ∈ N, ïîñêîëüêó

A2(A1 ∪ N) ⊂ A2, à P (A2) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, A ∈ F ,
ò.å. F çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïåðåõîäà ê äîïîëíèòåëüíî-

ìó ìíîæåñòâó.

Òàêèì îáðàçîì, F � σ-àëãåáðà. Èç åå ïîñòðîåíèÿ

âèäíî, ÷òî F � íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ F è

N.

2. Ïîêàæåì, ÷òî P � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà F . Àêñè-
îìà íåîòðèöàòåëüíîñòè î÷åâèäíà. Ïîñêîëüêó Ω = Ω + ∅,
òî P (Ω) = P (Ω) = 1. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü ñ÷åòíóþ àääè-

òèâíîñòü P . Ïóñòü An ∈ F , n = 1, 2, . . . , ò.å. An =
Dn ∪ Nn, ãäå Dn ∈ F , Nn ∈ N. Ïóñòü ìíîæåñòâà

An, n = 1, 2, . . . ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, òîãäà ìíî-

æåñòâà Dn, n = 1, 2, . . . ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è ìíî-

æåñòâà Nn, n = 1, 2, . . . ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïðè

ýòîì

∞∑

n=1

An =

∞∑

n=1

(Dn ∪ Nn) =
( ∞∑

n=1

Dn

)
∪

( ∞∑

n=1

Nn

)
,
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ãäå

∞∑
n=1

Dn ∈ F ,
∞∑

n=1
Nn ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî,

P
( ∞∑

n=1

An

)
= P

(( ∞∑

n=1

Dn

)
∪

( ∞∑

n=1

Nn

))
= P

( ∞∑

n=1

Dn

)
=

=

∞∑

n=1

P (Dn) =

∞∑

n=1

P (An).

3. Ïîêàæåì, ÷òî âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

(Ω, F , P ) � ïîëíîå. Ïóñòü C ∈ F � íóëå-

âîå ìíîæåñòâî, ò.å. ñóùåñòâóåò A ∪ N òàêîå, ÷òî

A ∈ F , N ∈ N, C ⊂ A ∪ N è P (A ∪ N) = 0. Òî-
ãäà P (A) = 0. Òàê êàê N � íóëåâîå, òî ñóùåñòâóåò

B ∈ F , òàêîå, ÷òî N ⊂ B è P (B) = 0. Î÷åâèäíî,
C ⊂ A ∪ B, P (A ∪ B) ≤ P (A) + P (B) = 0. Çíà÷èò,
P (C) = 0, ò.å. C ∈ N, ñëåäîâàòåëüíî, C = ∅ + C,
ïðè÷åì ∅ ∈ F , C ∈ N. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

C ∈ F , ò.å. ëþáîå íóëåâîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèòñÿ â

F . �

Ìåðà P íà F , �èãóðèðóþùàÿ â òåîðåìå, íàçûâàåòñÿ

ïîïîëíåíèåì ìåðû P íà F . Îáû÷íî åå îáîçíà÷àþò òîé
æå áóêâîé P , ÷òî è ïåðâîíà÷àëüíóþ ìåðó. Ýòà ïðîöåäó-

ðà èñïîëüçîâàëà àêñèîìó íîðìèðîâàííîñòè âåðîÿòíîñòè

P òîëüêî â òîì ìåñòå, ãäå äîêàçûâàëîñü, ÷òî P (Ω) = 1 è

ïîòîìó ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê ëþáîé ìåðå (íå îáÿçà-

òåëüíî âåðîÿòíîñòíîé).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìåðà Ëåáåãà íà R ìîæåò áûòü ïî-

ëó÷åíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà îïðåäåëÿåòñÿ ìåðà

Ëåáåãà íà ïîëóàëãåáðå âñåõ ïîëóèíòåðâàëîâ âèäà [a, b),
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ãäå −∞ ≤ a ≤ b ≤ +∞, ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

µ([a, b)) = b − a.

çàòåì ýòà ìåðà åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ íà

àëãåáðó îáúåäèíåíèé ïîëóèíòåðâàëîâ A ñ ïîìîùüþ ñîîò-

íîøåíèÿ

µ(A) =

n∑

i=1

µ([ai, bi)),

åñëè A =
n∑

i=1
[ai, bi). Òàê êàê ýòà ìåðà íà A σ-êîíå÷íà,

òî ïî òåîðåìå î ïðîäîëæåíèè ìåðû, îíà åäèíñòâåííûì

îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ íà íàèìåíüøóþ σ-àëãåáðó, ñîäåð-
æàùóþ A, ò.å. íà σ-àëãåáðó áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ B (ñì.

ëåììó î ñòðîåíèè σ-àëãåáðû áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà R).

Â ïðîäâèíóòûõ êóðñàõ ïî òåîðèè ìåðû äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

åñëè ïîïîëíèòü ìåðó µ, îïðåäåëåííóþ íà B, ñ ïîìîùüþ
îïèñàííîé âûøå ïðîöåäóðû, òî íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà,
ñîäåðæàùàÿ B è âñå íóëåâûå ìíîæåñòâà èç B, ñîâïàäåò ñ
σ-àëãåáðîé èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ, à ìåðà Ëåáå-
ãà íà ýòîé σ-àëãåáðå ÿâëÿåòñÿ ïîïîëíåíèåì ìåðû µ, îïðå-
äåëåííîé íà B.

� 9. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. �àñïðåäåëåíèå è

�óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Çàêîí

ðàñïðåäåëåíèÿ

Îäíèì èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåò-

ñÿ ïîíÿòèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïðåæäå, ÷åì ïåðåõîäèòü

ê �îðìàëüíîìó îïðåäåëåíèþ, ðàññìîòðèì ðÿä ïðèìåðîâ

òàêèõ âåëè÷èí.

1. ×èñëî âûçîâîâ, ïîñòóïàþùèõ îò àáîíåíòîâ íà òå-

ëå�îííóþ ñòàíöèþ â òå÷åíèå íåêîòîðîãî âðåìåíè.
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ðàñïðåäåëåíèÿ...

2. ×èñëî ïîÿâëåíèé óñïåõà â ñõåìå èç n íåçàâèñèìûõ

èñïûòàíèé Áåðíóëëè.

3. Ñêîðîñòü ìîëåêóëû ãàçà â íåêîòîðûé ìîìåíò âðå-

ìåíè.

4. Êîîðäèíàòû òî÷êè ïîïàäàíèÿ ïðè âûñòðåëå ïî êðó-

ãîâîé ìèøåíè.

Ñî ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî â

ñàìûõ ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè. Âîçíèêàåò

ïðîáëåìà ñîçäàíèÿ ìåòîäîâ èõ èçó÷åíèÿ. Ïðèâåäåííûå

ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ âåëè÷èíàìè,

ïðèíèìàþùèìè äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ,

ïðè÷åì êàæäàÿ èç âåëè÷èí ïîä âëèÿíèåì ñëó÷àéíûõ

îáñòîÿòåëüñòâ â ñîñòîÿíèè ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷å-

íèÿ. Çíà÷åíèå, êîòîðîå ïðèíèìàåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,

ìåíÿåòñÿ îò îïûòà ê îïûòó. Îñòàâàÿñü íà ïîçèöèÿõ

êà÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ, ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà � ýòî ïåðåìåííàÿ âåëè÷èíà, çíà÷åíèÿ

êîòîðîé çàâèñÿò îò ñëó÷àÿ. Ïîïðîáóåì �îðìàëèçîâàòü

ýòî îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (Ω, F , P ) � âåðîÿòíîñòíîå

ïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿþùååñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ

ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðè îäíîì

èñõîäå ýêñïåðèìåíòà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò

îäíî çíà÷åíèå, ïðè äðóãîì, âîîáùå ãîâîðÿ, � èíîå.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó èñõîäó ω ∈ Ω
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Íàïðèìåð, åñëè µ � ÷èñëî óñïåõîâ â n íåçàâèñèìûõ

èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè, òî µ ñòàâèò ýëåìåíòàðíîìó èñ-

õîäó ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) ÷èñëî áóêâ "Ó" â êîíå÷íîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω1, ω2, . . . , ωn. Òàêèì îáðàçîì,

µ = µ(ω) åñòü �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ïðîñòðàíñòâå

ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ. Åñòåñòâåííî ïîýòîìó ñ÷èòàòü ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíîé äåéñòâèòåëüíóþ �óíêöèþ ξ = ξ(ω),
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îïðåäåëåííóþ íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ

Ω. Äðóãèìè ñëîâàìè, ξ : Ω → R � îòîáðàæåíèå

ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ â ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ.

Íî ýòîãî ìàëî. Íà ïðàêòèêå â êà÷åñòâå íàáëþäàåìûõ

ñîáûòèé ÿâëÿþòñÿ ïîïàäàíèÿ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû â òå èëè èíûå ïðîñòûå ìíîæåñòâà, íàïðèìåð,

ìîæíî íàáëþäàòü ñîáûòèå {a < ξ < b}, ñîñòîÿùåå â òîì,
÷òî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïîïàäàþò â èíòåðâàë

(a, b). Îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà òàêîãî ñîáûòèÿ ìîæåò

áûòü èçìåðåíà (õîòÿ áû ïðèíöèïèàëüíî). Ñëåäîâàòåëüíî

äîëæíà ñóùåñòâîâàòü âåðîÿòíîñòü òàêîãî ñîáûòèÿ. Íî

âåðîÿòíîñòü îïðåäåëåíà íà σ-àëãåáðå F . Ïîýòîìó, ÷òîáû
îíî äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿëîñü ñîáûòèåì, íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíîæåñòâî òåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ,

äëÿ êîòîðûõ ξ(ω) ïðèíàäëåæèò (a, b), ïðèíàäëåæàëî

σ-àëãåáðå F . Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ââåñòè ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 9.1. (Äåéñòâèòåëüíîé) ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ �óíêöèÿ ξ :
Ω → R, èçìåðèìàÿ îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû F . Ïðè ýòîì

ïîä èçìåðèìîñòüþ îòíîñèòåëüíî F ïîíèìàåòñÿ âû-

ïîëíåíèå îäíîãî èç ñëåäóþùèõ äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëî-

âèé:

1. ∀x ∈ R âûïîëíÿåòñÿ {ω : ξ(ω) < x} ∈ F ;

2. ∀B ∈ B âûïîëíÿåòñÿ

ξ−1(B) = {ω : ξ(ω) ∈ B} ∈ F .

Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî âòîðîå óñëî-

âèå òðåáóåò áîëüøå, ÷åì ïåðâîå. Äåéñòâèòåëüíî, èç 2. ñëå-

äóåò 1. êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, åñëè â 2. ïîëîæèòü B =
(−∞, x). Íà ñàìîì äåëå èç 1. òàêæå ñëåäóåò 2. çà ñ÷åò òî-

ãî, ÷òî ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ B, äëÿ êîòîðûõ {ω : ξ(ω) ∈
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ðàñïðåäåëåíèÿ...

B} ∈ F îáðàçóåò σ-àëãåáðó, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ìíîæåñòâà
âèäà (−∞, x), à, çíà÷èò, ñîäåðæèò B. Ïðîâåäåì áîëåå ïî-

äðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òîãî, ÷òî èç 1. ñëåäóåò 2.

�àññìîòðèì ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ

M = {B : B ⊂ R, ξ−1(B) ∈ F}.

Äîêàæåì, ÷òî M � σ-àëãåáðà. Èç òîãî, ÷òî ξ−1(∅) =
∅ ∈ B ñëåäóåò, ÷òî ∅ ∈ M. Äàëåå, åñëè A, B ∈ M, ò.å.

ξ−1(A), ξ−1(B) ∈ F , òî ξ−1(A) = ξ−1(R − A) = ξ−1(R) \
ξ−1(A) = Ω − ξ−1(A) ∈ F , ò.å. A ∈ M. Êðîìå òîãî, èç

ξ−1(A), ξ−1(B) ∈ F ñëåäóåò, ÷òî ξ−1(A ∪ B) = ξ−1(A) ∪
ξ−1(B) ∈ F , ò.å. A ∪ B ∈ M. Èòàê, M � àëãåáðà. Åñëè

ê òîìó æå äëÿ n = 1, 2, . . . An ∈ M, ò.å. ξ−1(An) ∈ F ,
òî ξ−1(

∞⋃
n=1

An) =
∞⋃

n=1
ξ−1(An) ∈ F , à, çíà÷èò,

∞⋃
n=1

An ∈ M.

Ïîýòîìó M � σ-àëãåáðà.

Â ñèëó 1. ξ−1((−∞, x)) ∈ F , ñëåäîâàòåëüíî,

(−∞, x) ∈ M ∀x ∈ R è òàê êàê M � σ-àëãåáðà, òî
(a, b) = (−∞, b) − (∞, a) ∈ M, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà

âèäà A =
n∑

i=1
[ai, bi) ïðèíàäëåæàò M. Çíà÷èò, àëãåáðà

ïîëóèíòåðâàëîâ A ⊂ M. Òàê êàê M � σ-àëãåáðà, òî
σ(A) ⊂ M, ò.å. B ⊂ M. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ∀B ∈ B
âûïîëíÿåòñÿ B ∈ M, ÷òî, ïî îïðåäåëåíèþ M, îçíà÷àåò,

÷òî ξ−1(B) ∈ F , ò.å. âûïîëíÿåòñÿ 2. �

Çàìåòèì, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ îòîáðàæåíèé èçìåðèìûõ

ïðîñòðàíñòâ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ åñòü F/B-èçìåðèìîå
îòîáðàæåíèå èçìåðèìîãî ïðîñòðàíñòâà (Ω, F) â èçìåðè-
ìîå ïðîñòðàíñòâî (R, B). Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå èçìå-
ðèìîñòè 2. ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ξ−1(B) ⊂ F .
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Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñ-

õîäîâ Ω äèñêðåòíî, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � ëþáàÿ

äåéñòâèòåëüíàÿ �óíêöèÿ ξ = ξ(ω), îïðåäåëåííàÿ íà

ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω. Äåéñòâèòåëüíî,
â ýòîì ñëó÷àå ìû äîãîâîðèëèñü â êà÷åñòâå σ-àëãåáðû
F áðàòü êëàññ âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω. Ïîýòî-
ìó ëþáîå ïîäìíîæåñòâî, â ÷àñòíîñòè, ïîäìíîæåñòâî

{ω : ξ(ω) ∈ B} ïðèíàäëåæèò F , è òðåáîâàíèå èçìåðè-

ìîñòè àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé �óíêöèè

ξ = ξ(ω).

Îïðåäåëåíèå 9.2.Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ �óíêöèÿ

äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé F = Fξ : R → R, îïðåäåëåí-

íàÿ ðàâåíñòâîì

F (x) = Fξ(x) = P{ω : ξ(ω) < x} = P{ξ < x}, x ∈ R.

Îïðåäåëåíèå 9.3. �àñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâ Pξ : B → R,

çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì

Pξ(B) = P (ξ−1(B)) = P{ω : ξ(ω) ∈ B} = P{ξ ∈ B},

B ∈ B. (9.1)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ F (x) ÿâëÿåò-
ñÿ âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ, îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ Pξ(B) �
σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Èí-

äåêñ ξ ó �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàâèòñÿ â òîì ñëó÷àå,

êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

è íàäî ïîä÷åðêíóòü, ê êàêîé èìåííî èç íèõ îòíîñèòñÿ
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ðàñïðåäåëåíèÿ...

ðàññìàòðèâàåìàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñîáûòèÿ

{ξ < x} è {ξ ∈ B} ñëóæàò êðàòêèìè îáîçíà÷åíèÿìè

ñîîòâåòñòâåííî ñîáûòèé {ω : ξ(ω) < x} è {ω : ξ(ω) ∈ B}
è äëÿ êðàòêîñòè ðå÷è ñîîòâåòñòâåííî íàçûâàþòñÿ "âåðî-

ÿòíîñòüþ òîãî, ÷òî ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, ìåíüøåå x" è

"âåðîÿòíîñòüþ òîãî, ÷òî ξ ïîïàäàåò â ìíîæåñòâî B". Åùå
ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî èçìåðèìîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû F íåîáõîäèìà, â ÷àñòíîñòè, äëÿ

òîãî, ÷òîáû áûëè êîððåêòíûìè îïðåäåëåíèÿ 9.1 è 9.2,

ò.å. ÷òîáû ìíîæåñòâà, ñòîÿùèå ïîä çíàêîì âåðîÿòíîñòè â

ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ, ÿâëÿëèñü ñîáûòèÿìè (ïðèíàäëåæàëè

F), è èõ âåðîÿòíîñòè áûëè îïðåäåëåíû.

Ïðèìåð 1. Íàóäà÷ó áðîñàåòñÿ "ïðàâèëüíàÿ" ìîíåòà.

Ïåðåä åå ïîäáðàñûâàíèåì èãðîê çàãàäûâàåò âûïàäåíèå

ãåðáà. Åñëè âûïàäåò ãåðá, òî èãðîê ïîëó÷èò âûèãðûø

îäíîé äåíåæíîé åäèíèöû (ä.å.), åñëè âûïàäåò ðåøêà, òî

èãðîê îòäàñò ñîïåðíèêó îäíó ä.å. Ïóñòü ξ � âûèãðûø

èãðîêà â îäíîé òàêîé ïàðòèè. Â äàííîì ñëó÷àå Ω = {ã,ð},
ïðè÷åì ξ(ã) = 1 ä.å. è ξ(ð) = −1ä.å. Òàê êàê Ω äèñ-

êðåòíî, òî èçìåðèìîñòü âûïîëíåíà àâòîìàòè÷åñêè. Èòàê,

ξ = ξ(ω) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Åñëè x ≤ −1, òî, ïîñêîëüêó {ω : ξ(ω) < x} ⊂ {ω :
ξ(ω) < −1}, èìååì F (x) = P{ω : ξ(ω) < x} ≤ P{ω :
ξ(ω) < −1} = P (∅) = 0. Èòàê, F (x) = 0 ïðè x ≤ −1.

Åñëè −1 < x ≤ 1, òî {ω : ξ(ω) < x} = {ω : ξ(ω) =
−1} = {ð}, ñëåäîâàòåëüíî, F (x) = P{ω : ξ(ω) < x} =
P ({ð}) = 1/2.

Íàêîíåö, åñëè x > 1, òî {ω : ξ(ω) < x} = Ω, ïîýòîìó
F (x) = P{ω : ξ(ω) < x} = P (Ω) = 1.

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé
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âåëè÷èíû ξ ðàâíà

F (x) =





0, åñëè x ≤ −1,
1
2 , åñëè −1 < x ≤ 1,

1, åñëè x > 1.

Îòìåòèì, ÷òî ýòà �óíêöèÿ � íåóáûâàþùàÿ, íåïðåðûâíàÿ

ñëåâà (â êàæäîé òî÷êå), èìååò ïðåäåë, ðàâíûé íóëþ, ïðè

x → −∞ è ïðåäåë, ðàâíûé åäèíèöå, ïðè x → +∞.

�àñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ðàâíî

Pξ(B) =





0, åñëè −1 /∈ B, 1 /∈ B,
1
2 , åñëè −1 ∈ B, 1 /∈ B èëè −1 /∈ B, 1 ∈ B,

1, åñëè −1 ∈ B, 1 ∈ B.

Ïðèìåð 2. Íà îòðåçîê [a, b] íàóäà÷ó áðîñàåòñÿ òî÷êà,

ξ = ξ(ω) ≡ ω � åå êîîðäèíàòà ω. Ýòà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-

íà ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó èñõî-

äó ω ∈ Ω = [a, b] ñàì ýòîò ýëåìåíòàðíûé èñõîä. Òàê êàê

F = Leb([a, b]) � σ-àëãåáðà èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ïîä-

ìíîæåñòâ îòðåçêà [a, b], è îíà ñîäåðæèò σ-àëãåáðó B([a, b])
áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ îòðåçêà [a, b], òî

∀B ∈ B ïðîîáðàç ξ−1(B) = {ω ∈ Ω : ξ(ω) ∈ B} =

= {ω ∈ Ω : ω ∈ B} = B ∩ [a, b] ∈ B([a, b]) ⊂ Leb([a, b]),

è ξ(ω) èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî F = Leb([a, b]), ò.å. ÿâëÿ-
åòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Åñëè x ≤ a, òî ñîáûòèå {ω : ξ(ω) < x} ÿâëÿåòñÿ

íåâîçìîæíûì, ïîýòîìó F (x) = P{ω : ξ(ω) < x} = 0.
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Åñëè a < x ≤ b, òî, â ñîîòâåòñòâèå ñ ãåîìåòðè÷åñêèì
îïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè, F (x) = P{ω : ω < x} =
µ([a,x))

b−a = x−a
b−a .

Íàêîíåö, åñëè x > b, òî ñîáûòèå {ω : ξ(ω) < x}
ÿâëÿåòñÿ äîñòîâåðíûì, ñëåäîâàòåëüíî, F (x) = P (Ω) = 1.

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ξ ðàâíà

F (x) =





0, åñëè x ≤ a,
x−a
b−a , åñëè a < x ≤ b,

1, åñëè x > b.

Ïðî ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ òàêîé �óíêöèåé ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ãîâîðÿò, ÷òî îíà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà

îòðåçêå [a, b] èëè ÷òî îíà èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðå-
äåëåíèå íà îòðåçêå [a, b]. Èòàê, êîîðäèíàòà áðîøåííîé
íàóäà÷ó íà îòðåçîê [a, b] òî÷êè èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå íà ýòîì îòðåçêå. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìå-

ðå îòìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ �

íåóáûâàþùàÿ, íåïðåðûâíàÿ ñëåâà (äàæå íåïðåðûâíàÿ),

èìååò ïðåäåë, ðàâíûé íóëþ, ïðè x → −∞ è ïðåäåë, ðàâ-

íûé åäèíèöå, ïðè x → +∞. Êàê ìû óáåäèìñÿ äàëåå,

ýòè ñâîéñòâà ïðèñóùè ëþáîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è â

îïðåäåëåííîì ñìûñëå ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè.

�àñïðåäåëåíèå ξ ðàâíî

Pξ(B) =
µ(B ∩ [a, b])

b − a
, B ∈ B,

ãäå µ(B) � ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà B.

Çàìå÷àíèå 1. Â êëàññè÷åñêîé ñõåìå âåðîÿòíîñòü ñîáû-

òèÿ ðàâíà íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòî ñîáûòèå
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ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó êëàññè-

÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, P (A) = k
n = 0 â òîì è

òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè k = 0, ò.å. ñîáûòèþ íå áëàãîïðè-

ÿòñòâóåò íè îäèí èñõîä, ñëåäîâàòåëüíî, A = ∅. Â ñëó÷àå,

êîãäà Ω áåñêîíå÷íî, íóëåâóþ âåðîÿòíîñòü ìîãóò èìåòü

ñîáûòèÿ, îòëè÷íûå îò íåâîçìîæíîãî. Íàïðèìåð, åñëè

ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a, b], òî ∀x ∈ R

âûïîëíÿåòñÿ P{ξ = x} = 0. Íà ïåðâûé âçãëÿä èìååòñÿ

ïàðàäîêñàëüíàÿ ñèòóàöèÿ: âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ ñîñòîèò

èç òî÷åê, âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â êàæäóþ èç êîòîðûõ

ðàâíà íóëþ, ïðè÷åì 1 = P{ξ ∈ R} =
∑
x∈R

P{ξ = x} = 0.

Òàê ðàññóæäàòü íåëüçÿ. Âî-ïåðâûõ, íåëüçÿ ïðèìåíÿòü

ñâîéñòâî ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè ê êîíòèíóàëüíîìó ÷èñëó

ñëàãàåìûõ, âî-âòîðûõ, ïîíÿòèå ñóììû îïðåäåëÿåòñÿ ëèáî

äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ (îáû÷íàÿ ñóììà), ëèáî

äëÿ ñ÷åòíîãî (ñóììà ðÿäà). Â êîíòèíóàëüíîì ñëó÷àå

ðîëü ñóììû âûïîëíÿåò èíòåãðàë. È, äåéñòâèòåëüíî, â

äàëüíåéøåì, ïðè èçó÷åíèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêîãî

æå òèïà êàê ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ, ìû èñïîëüçóåì

èíòåãðàëû. Çäåñü óìåñòíî ïðîâåñòè àíàëîãèþ ñ ìåõàíè-

êîé. Ïðè íåïðåðûâíîì ðàñïðåäåëåíèè ìàññû ïî îáúåìó

êàæäàÿ îòäåëüíàÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà òåëà èìååò íó-

ëåâóþ ìàññó, è òåëî ñêëàäûâàåòñÿ èç êîíòèíóàëüíîãî

÷èñëà òàêèõ òî÷åê, ÷òî íå ìåøàåò ýòîìó òåëó èìåòü

êîíå÷íóþ íåíóëåâóþ ìàññó. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ â ìåõàíèêå

ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïëîòíîñòè ìàññû, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé

ìàññà âñåãî òåëà âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì îò ïëîòíîñòè

ïî îáúåìó ýòîãî òåëà. Â äàëüíåéøåì áóäåò ïðèìåíåí

àíàëîãè÷íûé ïîäõîä è â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Òåîðåìà 9.4. �àñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé Pξ ÿâëÿ-

åòñÿ âåðîÿòíîñòüþ (âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé) íà èçìåðè-

134



� 9. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. �àñïðåäåëåíèå è �óíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ...

ìîì ïðîñòðàíñòâå (R,B).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôóíêöèÿ Pξ ïî �îðìóëå (9.1)

ñòàâèò êàæäîìó B ∈ B â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëüíîå

÷èñëî Pξ(B). Ïðè ýòîì

1) ∀B ∈ B Pξ(B) = P (ξ−1(B)) ≥ 0;
2) Pξ(R) = P (ξ−1(R)) = P (Ω) = 1;
3) åñëè ñîáûòèÿ B1, B2, . . . ∈ B è ïîïàðíî íåñîâ-

ìåñòèìû, òî, ïîñêîëüêó ïðîîáðàçû ξ−1(B1), ξ
−1(B2), . . .

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ B1, B2, . . . ñàìè íå

ïåðåñåêàþòñÿ, Pξ(
∞∑

n=1
Bn) = P (ξ−1(

∞∑
n=1

Bn)) =

P (
∞∑

n=1
ξ−1(Bn)) =

∞∑
n=1

P (ξ−1(Bn)) =
∞∑

n=1
Pξ(Bn),

�

Òàê êàê {ω : a ≤ ξ(ω) < b} = {ω : ξ(ω) < b} − {ω :
ξ(ω) < a}, ïðè÷åì {ω : ξ(ω) < a} ⊂ {ω : ξ(ω) < b}, òî

P{a ≤ ξ < b} = P{ω : a ≤ ξ(ω) < b} = F (b) − F (a).
(9.2)

Ñâîéñòâà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

1. 0 ≤ F (x) ≤ 1.
Ýòî ñâîéñòâî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó F (x) ÿâëÿåòñÿ

âåðîÿòíîñòüþ ïðè �èêñèðîâàííîì x.

2. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x1, x2 ∈ R, x1 < x2, òî {ω :
ξ(ω) < x1} ⊂ {ω : ξ(ω) < x2} (åñëè ïåðâîå ñîáûòèå

ïðîèñõîäèò, òî ïðîèñõîäèò è âòîðîå). Ïî ñâîéñòâó âåðî-

ÿòíîñòè 4 èç ÷åòâåðòîãî ïàðàãðà�à

F (x1) = P{ω : ξ(ω) < x1} ≤ P{ω : ξ(ω) < x2} = F (x2).
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Â ñèëó ñâîéñòâ 1 è 2 �óíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé

è îãðàíè÷åííîé. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò åå ïðåäåëû íà −∞
è +∞, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì êàê

F (−∞) = lim
x→−∞

F (x); F (+∞) = lim
x→+∞

F (x).

3. F (−∞) = 0, F (+∞) = 1.
Íà èíòóèòèâíîì óðîâíå ýòè ñâîéñòâà ïîíÿòíû: åñëè

x → −∞, òî ñîáûòèå {ξ < x} ñòðåìèòñÿ ê ñîáûòèþ {ξ <
−∞}, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì, ïîýòîìó

F (−∞) = P{ξ < −∞} = P (∅) = 0.

àíàëîãè÷íî, åñëè x → +∞, òî ñîáûòèå {ξ < x} ñòðåìèòñÿ
ê ñîáûòèþ {ξ < +∞}, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äîñòîâåðíûì,

ïîýòîìó

F (+∞) = P{ξ < +∞} = P (Ω) = 1.

Ýòî, êîíå÷íî, íå ìîæåò ñëóæèòü äîêàçàòåëüñòâîì, òàê

êàê ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, ñîâåðøåííûé ïîä çíàêîì âåðî-

ÿòíîñòè, òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî îáîñíîâàíèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ

ïðåäåëîâ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

lim
n→+∞

F (−n) = 0, lim
n→+∞

F (+n) = 1.

Äëÿ ýòîãî ìû ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ

{An}, ãäå An = {ω : −n ≤ ξ(ω) < n}. Òàê êàê

An ⊂ An+1 è

∞⋃
n=1

An = Ω, òî, ïî îïðåäåëåíèþ ñõîäèìîñòè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìíîæåñòâ, An ↑ Ω. Ïî ñâîéñòâó

íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè, P (An) → 1, ÷òî â ñèëó (9.2)
îçíà÷àåò: F (+∞) − F (−∞) = 1. Â ñèëó ñâîéñòâà 1 îáà
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ðàñïðåäåëåíèÿ...

÷èñëà F (+∞) è F (−∞) íåîòðèöàòåëüíû, à èõ ðàçíîñòü

ðàâíà 1. Ýòî âîçìîæíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè

ïåðâîå èç íèõ ðàâíî 1, à âòîðîå � 0.

4. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíà ñëåâà (â êàæ-

äîé òî÷êå R).

Ôóíêöèÿ F ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà, ïîýòîìó îíà

ìîæåò èìåòü ðàçðûâû òîëüêî ïåðâîãî ðîäà. Ñëåäî-

âàòåëüíî â êàæäîé òî÷êå îíà èìååò îäíîñòîðîííèå

ïðåäåëû. Èòàê, äëÿ ëþáîãî a ∈ R ñóùåñòâóåò ïðå-

äåë F (a + 0) = lim
x→a+0

F (x). Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

F (a + 0) = F (a). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
êàêîé-òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn → a + 0 âûïîëíÿåòñÿ

F (xn) → F (a). Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

F
(
a − 1

n

)
→ F (a) ïðè n → ∞. �àññìîòðèì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ìíîæåñòâ Bn, ãäå Bn =
{
ω : ξ(ω) < a − 1

n

}
.

Åñëè B = {ω : ξ(ω) < a}, òî, î÷åâèäíî, Bn ⊂ Bn+1

è

∞⋃
n=1

Bn = B, ò.å. Bn ↑ B. Ïî ñâîéñòâó íåïðåðûâíî-

ñòè âåðîÿòíîñòè ýòî çíà÷èò, ÷òî P (Bn) → P (B), ò.å.

F
(
a − 1

n

)
→ F (a).

5. P{ξ = a} = P{ω : ξ(ω) = a} = F (a + 0)−F (a), ò.å.
âåðîÿòíîñòü çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíà ñêà÷êó

�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ýòîì çíà÷åíèè.

�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ Cn, ãäå

Cn =
{

ω : a ≤ ξ < a + 1
n

}
. Î÷åâèäíî, Cn ⊃ Cn+1 è

∞⋂
n=1

Cn = C, ãäå C = {ω : ξ(ω) = a}. Èòàê, Cn ↓ C; ïî

ñâîéñòâó íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè, P (Cn) → P (C), ò.å.
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P
{

ω : a ≤ ξ < a + 1
n

}
→ P{ω : ξ(ω) = a}. Â ñèëó (9.2)

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî F
(
a + 1

n

)
− F (a) → P{ω : ξ(ω) = a},

ò.å. P{ω : ξ(ω) = a} = F (a + 0) − F (a).

Ñëåäñòâèå 9.5. Íàðÿäó ñ (9.2) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåí-

ñòâà

P{a < ξ < b} = F (b) − F (a + 0),

P{a ≤ ξ ≤ b} = F (b + 0) − F (a),

P{a < ξ ≤ b} = F (b + 0) − F (a + 0).

Äåéñòâèòåëüíî, P{a < ξ < b} = P{a ≤ ξ < b}−P{ξ =
a} = F (b) − F (a) − [F (a + 0) − F (a)] = F (b) − F (a + 0).

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå äâå äðóãèå �îðìóëû.

Ñëåäñòâèå 9.6. Åñëè F íåïðåðûâíà â òî÷êå a, òî
P{ξ = a} = 0.

Â ÷àñòíîñòè,

Ñëåäñòâèå 9.7. Åñëè F íåïðåðûâíà, òî äëÿ ëþáîãî

x ∈ R âûïîëíÿåòñÿ P{ξ = x} = 0.

Çàìå÷àíèå 2. Ìû îïðåäåëèëè �óíêöèþ ðàñïðåäåëå-

íèÿ ðàâåíñòâîì F (x) = P{ξ < x}. Íå ìåíåå ÷àñòî �óíê-
öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿþò êàê F (x) = P{ξ ≤ x}.
Ïðè òàêîì åå îïðåäåëåíèè âñå ñâîéñòâà, êðîìå 4,5, îñòà-

þòñÿ â ñèëå. Ñâîéñòâî 4 ïðåâðàùàåòñÿ â íåïðåðûâíîñòü

F ñïðàâà, à ñâîéñòâî 5 â P{ξ = a} = F (a)−F (a−0). Ôîð-
ìóëà (9.2) ïðåâðàùàåòñÿ â P{a < ξ ≤ b} = F (b) − F (a),
�îðìóëû â ñëåäñòâèè 9.5 ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì
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ðàñïðåäåëåíèÿ...

èçìåíÿþòñÿ. Ñëåäñòâèÿ 9.6, 9.7 ñîõðàíÿþòñÿ.

Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ñ çàäàííîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü �óíê-

öèÿ F : R → R

1) íå óáûâàåò,
2) íåïðåðûâíà ñëåâà,
3) F (−∞) = 0, F (+∞) = 1.
Òîãäà ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

(Ω, F , P ) è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = ξ(ω), îïðåäåëåííàÿ
íà íåì òàêàÿ, ÷òî

Fξ(x) = F (x).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ýòîé òåîðåìû âûíîñèòñÿ

â ïðèëîæåíèå. Îòìåòèì, ÷òî îíà äàåò âîçìîæíîñòü

ïîñòðîåíèÿ íåîãðàíè÷åííîãî ÷èñëà ïðèìåðîâ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðèäóìàòü �óíêöèþ

F : R → R, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì 1)-3) òåîðåìû.

Îïðåäåëåíèå 9.8. Çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ �óíêöèÿ,

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùàÿ åå �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Â ÷àñòíîñòè, ñàìà �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè èçâåñòíî ðàñïðåäåëåíèå Pξ,

òî �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê

F (x) = P{ξ < x} = P{ξ ∈ (−∞, x)} = Pξ((−∞, x)).

Îêàçûâàåòñÿ, èìååò ìåñòî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 9.9. �àñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé Pξ îäíî-

çíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçîâàíèå (9.2) ïîêàçû-

âàåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ �óíê-

öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïîëóàëãåáðå èíòåðâàëîâ âèäà [a, b)
êàê

Pξ([a, b)) = F (b) − F (a).

Â ñâîþ î÷åðåäü, ðàñïðåäåëåíèå íà àëãåáðå îáúåäèíåíèé

ïîëóèíòåðâàëîâ A îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëå-

íèåì íà ïîëóàëãåáðå èíòåðâàëîâ âèäà [a, b) êàê

Pξ(A) =

n∑

i=1

Pξ([ai, bi)), ãäå A =

n∑

i=1

[ai, bi).

Òàê êàê ðàñïðåäåëåíèå � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, òî, ïî òåî-

ðåìå î ïðîäîëæåíèè ìåðû, íà íàèìåíüøåé σ-àëãåáðå, ñî-
äåðæàùåé àëãåáðó A, ò.å. íà σ-àëãåáðå áîðåëåâñêèõ ìíî-

æåñòâ, ðàñïðåäåëåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè

çíà÷åíèÿìè íà àëãåáðå A. Ïîýòîìó Pξ(B) îïðåäåëÿåò-

ñÿ äëÿ âñåõ B ∈ B çíà÷åíèÿìè �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

�

Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå è �óíêöèÿ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò äðóã äðóãà. ×àùå ïîëü-

çóþòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñêîëüêó ïðèâû÷íåå

ïîëüçîâàòüñÿ äåéñòâèòåëüíûìè �óíêöèÿìè äåéñòâèòåëü-

íîãî ïåðåìåííîãî, à íå ìåðàìè. Îäíàêî èíîãäà óäîáíåå

èñïîëüçîâàòü ðàñïðåäåëåíèå.

Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî, çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî

îïðåäåëèòü êàê ëþáóþ �óíêöèþ, îäíîçíà÷íî îïðåäå-

ëÿþùóþ ðàñïðåäåëåíèå. Èòàê, �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

è ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè çàêîíàìè

ðàñïðåäåëåíèÿ (ò.å. ãîäÿùèìèñÿ äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû). ×óòü ïîçæå ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñî ñïåöè�è÷å-

ñêèìè çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò
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ðàñïðåäåëåíèÿ...

îïðåäåëåííûå òèïû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = ξ(ω), îïðåäåëåííàÿ íà

âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω, F , P ), èíäóöèðóåò (ïî-

ðîæäàåò) íîâîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (R, B, Pξ),
êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíûì ïðîñòðàíñòâîì

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Ïðè ýòîì R òàêæå íàçûâàåò-

ñÿ êîîðäèíàòíûì ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ

èñõîäîâ. Íà ξ ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà ýëåìåíòàðíûé

èñõîä â R, à ìíîæåñòâàì ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ B ∈ B
ïðèïèñûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü Pξ(B). Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé âàæíà íå ñàìà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-

íà, à åå çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî

çàáûòü î "�óíêöèîíàëüíîì" ïðîèñõîæäåíèè ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû, îòîæäåñòâëÿÿ åå ñ ýëåìåíòàðíûì èñõîäîì

êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà (R, B, Pξ) è íàçûâàÿ åå

êîîðäèíàòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Òàêîé îãðóá-

ëåííûé âçãëÿä íà ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó îñîáåííî óìåñòåí

â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, êîãäà èìåþòñÿ ðåçóëüòàòû

åå èçìåðåíèé, à âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì

îíà îïðåäåëåíà êàê �óíêöèÿ îò ω, êàê ïðàâèëî, íåèç-

âåñòíî.

Îïðåäåëåíèå 9.10. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íà-

çûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ñîâïàäàþò ïî÷òè

âñþäó îòíîñèòåëüíî âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P , ò.å.

P{ω : ξ(ω) 6= η(ω)} = 0.

Äðóãèìè ñëîâàìè, îíè ñîâïàäàþò íà ìíîæåñòâå ïîë-

íîé âåðîÿòíîñòè:

P{ω : ξ(ω) = η(ω)} = 1.
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Çàäà÷à 2. Ïîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ

îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å., ÷òî îíî ðå�ëåêñèâíî,

ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî.

Ïîýòîìó ìíîæåñòâî âñåõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàçáèâà-

åòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ìåæäó

ñîáîé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïîñêîëüêó

P{ξ ∈ B} = P{ξ ∈ B, ξ = η} + P{ξ ∈ B, ξ 6= η} =

= P{ξ ∈ B, ξ = η} = P{η ∈ B, ξ = η} =

= P{η ∈ B, ξ = η} + P{η ∈ B, ξ 6= η} = P{η ∈ B},
òî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âíóòðè îäíîãî

êëàññà ñîâïàäàþò. Èòàê, åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ýêâèâàëåíòíû, òî èõ çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâïàäà-

þò. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ íåâåðíî, ÷òî ïîêàçûâàåò

ïðèâîäèìûé íèæå ïðèìåð. �àçóìååòñÿ, âñþäó íàìè

ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû îïðåäåëåíû íà

îäíîì è òîì æå âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðèìåð 3. �àññìîòðèì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

(Ω, F , P ), ãäå Ω = [0, 1], F = B([0, 1]) � σ-àëãåáðà áîðå-
ëåâñêèõ ìíîæåñòâ îòðåçêà [0, 1], P � ìåðà Ëåáåãà. Îíî

ñîîòâåòñòâóåò áðîñàíèþ íàóäà÷ó òî÷êè íà îòðåçîê [0, 1].
Ïóñòü ξ1(ω) ≡ ω, ξ2(ω) ≡ 1 − ω,

ξ3(ω) ≡
{

2ω, åñëè 0 ≤ ω ≤ 1
2 ,

2(1 − ω), åñëè

1
2 < ω ≤ 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ 0 ≤ x ≤ 1

Fξ1(x) = P{ω < x} = x,
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ðàñïðåäåëåíèÿ...

Fξ2(x) = P{1 − ω < x} = P{ω > 1 − x} = x,

Fξ3(x) = P{ω : ξ3(ω) < x} =

= P{ω : ξ3(ω) < x, 0 ≤ ω ≤ 1

2
}+

+P{ω : ξ3(ω) < x,
1

2
< ω ≤ 1} = P{2ω < x, 0 ≤ ω ≤ 1

2
}+

+P{2(1−ω) < x,
1

2
< ω ≤ 1} = P{ω <

x

2
}+P{ω > 1−x

2
} =

=
x

2
+

x

2
= x.

Î÷åâèäíî, âñå òðè �óíêöèè îáðàùàþòñÿ â íîëü, åñëè

x < 0, è ðàâíû åäèíèöå, åñëè x > 1. Òàêèì îáðàçîì,

Fξ1(x) = Fξ2(x) = Fξ3(x) =





0, åñëè x < 0,

x, åñëè 0 ≤ x ≤ 1,

1, åñëè x > 1.

Èòàê âñå òðè âåëè÷èíû èìåþò îäèí è òîò æå ðàâíî-

ìåðíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [0, 1]. Ñàìè

ýòè âåëè÷èíû ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ. Íàïðèìåð, ïðè

îòîáðàæåíèè ξ1 âñå òî÷êè íåïîäâèæíû, ïðè îòîáðàæåíèè

ξ2 íåïîäâèæíà åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ω = 1/2, ïðè îòîáðà-

æåíèè ξ3 íåïîäâèæíû äâå òî÷êè ω = 0 è ω = 2/3. Òàêèì
îáðàçîì, îäèí è òîò æå çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ìîãóò èìåòü

ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèåñÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. ×àñòî,

ïðîÿâëÿÿ íåáðåæíîñòü ðå÷è, ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ.

Êàê ïîêàçûâàåò ïðèâåäåííûé ïðèìåð, ïî çàêîíó ðàñïðå-

äåëåíèÿ îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ïðàâèëüíåå ãîâîðèòü, ÷òî âåðîÿò-

íîñòíîå ïîâåäåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îïðåäåëÿåòñÿ åå
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ðàñïðåäåëåíèåì, à íå ñàìà ýòà âåëè÷èíà.

Î÷åíü ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå

�óíêöèè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Êîãäà ýòè �óíêöèè

ñàìè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè?

Ëåììà î áîðåëåâñêîé �óíêöèè îò ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, f(x) � áîðå-

ëåâñêàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà η = f(ξ) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â íåñêîëüêî èíîé �îðìå

ýòà ëåììà äîêàçûâàåòñÿ â êóðñàõ �óíêöèîíàëüíîãî àíà-

ëèçà. Î÷åâèäíî, η(ω) = f(ξ(ω)) : Ω → R � ñëîæíàÿ

�óíêöèÿ. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü åå èçìåðèìîñòü îòíîñèòåëü-

íî σ-àëãåáðû F . Èìååì:
η−1(B) = {ω : η(ω) ∈ B} = {ω : f(ξ(ω)) ∈ B} =

= {ω : ξ(ω) ∈ f−1(B)} ∈ F
äëÿ ëþáîãî B ∈ B. Çäåñü èñïîëüçîâàíî òî, ÷òî ξ
èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî F è ÷òî f−1(B) � áîðåëåâ-

ñêîå ìíîæåñòâî, åñëè B � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî.

�

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ξ1, ξ2, . . . , ξn �

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îïðåäåëåííûå íà îäíîì è òîì æå

âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, f(x1, x2, . . . , xn) � áîðå-

ëåâñêàÿ �óíêöèÿ n ïåðåìåííûõ, òî η = f(ξ1, ξ2, . . . , ξn)
� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Â çàêëþ÷åíèå, ââåäåì åùå îäíî âàæíîå ïîíÿòèå. Íàè-

ìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé èçìåðèìà ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà:

Fξ = {ξ−1(B), B ∈ B} = ξ−1(B)
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íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíîé ξ. Åå ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñîâîêóïíîñòü âñåõ
íàáëþäàåìûõ ñîáûòèé â ýêñïåðèìåíòå, ñâÿçàííîì ñ èçìå-

ðåíèåì ξ (ò.å. âñåõ ïîäìíîæåñòâ, îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû
êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïîäñ÷èòàíû ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðå-

íèé ξ).

� 10. Òèïû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ïî òèïàì çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ âñå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû äåëÿòñÿ íà "÷èñòûå" (äèñêðåòíûå, àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíûå è ñèíãóëÿðíûå) è "ñìåøàííûå", çàêîíû ðàñïðå-

äåëåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ èõ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè

("ñìåñüþ" ÷èñòûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ). Ïîýòîìó èçó-

÷åíèå íà÷íåì ñ îñíîâíûõ, ÷èñòûõ ðàñïðåäåëåíèé.

I. Äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 10.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = ξ(ω),
åå ðàñïðåäåëåíèå Pξ è �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ íà-

çûâàþòñÿ äèñêðåòíûìè, åñëè ìåðà Pξ ñîñðåäîòî÷åíà â

êîíå÷íîì èëè ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê X.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî Pξ(X) = 1 èëè, ÷òî ýêâè-

âàëåíòíî, Pξ(X) = 0. Åñëè â X èìåþòñÿ îäíîòî÷å÷íûå

ïîäìíîæåñòâà {x}, äëÿ êîòîðûõ Pξ({x}) = 0, òî, ïåðå-
áðàñûâàÿ èõ èç X â X, äîáúåìñÿ, ÷òîáû Pξ(X) = 1 è

∀x ∈ X âûïîëíÿëîñü Pξ({x}) > 0. Íàçûâàÿ äëÿ óäîáñòâà

çíà÷åíèÿ èç X � âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè, à çíà÷åíèÿ èç

X � íåâîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ,
ìû ìîæåì ñ�îðìóëèðîâàòü ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå.
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Îïðåäåëåíèå 10.2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = ξ(ω),
åå ðàñïðåäåëåíèå Pξ è �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ

íàçûâàþòñÿ äèñêðåòíûìè, åñëè ìíîæåñòâî âîçìîæ-

íûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1, x2, . . . , xk, åñëè X � êî-

íå÷íî, è ÷åðåç x1, x2, . . . , åñëè X � ñ÷åòíî, � ìíî-

æåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.
Ïóñòü pi = P{ω : ξ(ω) = xi} = P{ξ = xi} � âå-

ðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé çíà÷åíèÿ

xi (i = 1, 2, . . . , k èëè i = 1, 2, . . . ).

Îïðåäåëåíèå 10.3. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó çíà÷åíèÿ-

ìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è âåðîÿòíîñòÿìè ýòèõ çíà÷åíèé

xi ↔ pi íàçûâàåòñÿ ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Îáû÷íî ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàþò â âèäå òàáëèöû

ξ x1 x2 . . . . . . xk

P p1 p2 . . . . . . pk
,

åñëè X êîíå÷íî, èëè òàáëèöû

ξ x1 x2 x3 . . . . . .

P p1 p2 p3 . . . . . .
,

åñëè X � ñ÷åòíî.

Òàê êàê

∑
i

pi =
∑
i

P{ω : ξ(ω) = xi} = P{∑
i
{ω :

ξ(ω) = xi}} = P{ω : ξ(ω) ∈ X} = Pξ(X) = 1, òî ñóììà

âåðîÿòíîñòåé â íèæíåé ñòðîêå ðÿäà ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

1.
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Óòâåðæäåíèå 10.4. �ÿä ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ åå çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ñîáûòèå {ξ < x}
ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîèñõîäèò õî-

òÿ áû îäíî èç ñîáûòèé {ξ = xi} äëÿ xi ∈ X ñ xi < x,
òî {ξ < x} =

⋃
i: xi<x

{ξ = xi}, à ïîñêîëüêó äëÿ ðàçëè÷-

íûõ èíäåêñîâ i ñîáûòèÿ, ñòîÿùèå ïîä çíàêîì îáúåäèíå-

íèÿ íåñîâìåñòèìû, òî {ξ < x} =
∑

i: xi<x
{ξ = xi}. Â ñèëó

àääèòèâíîñòè âåðîÿòíîñòè,

F (x) = P{ξ < x} =
∑

i:xi<x

P{ξ = xi} =
∑

i:xi<x

pi. (10.1)

Ñ ïîìîùüþ (10.1) F (x) îäíîçíà÷íî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å. ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ. �

Çàìåòèì, ÷òî ñòîëü æå ëåãêî ÷åðåç ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ

âûðàæàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû:

Pξ(B) = P{ω : ξ(ω) ∈ B} = P (
∑

i:xi∈B

{ω : ξ(ω) = xi}) =

=
∑

i:xi∈B

pi. (10.2)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íå óíè-

âåðñàëüíûì, à ñïåöèàëüíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ,

êîòîðûé ãîäèòñÿ òîëüêî äëÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí. Â òî æå âðåìÿ äëÿ òàêèõ âåëè÷èí îí ÿâëÿåòñÿ

íàèáîëåå åñòåñòâåííûì è óäîáíûì. Äåéñòâèòåëüíî, íà-

ïðèìåð, �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé
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âåëè÷èíû èìååò ïî ñðàâíåíèþ ñ ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ

áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó: èç (10.1) âèäíî, ÷òî îíà

ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé �óíêöèåé, ïîñòîÿííîé ìåæäó

ñîñåäíèìè çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ñî ñêà÷êàìè

â òî÷êàõ xi, ðàâíûìè pi, è íåïðåðûâíîé ñëåâà.

Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè äèñêðåòíîé ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû ñ çàäàííûì ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü x1, x2, . . . � ïðîèçâîëüíûå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå

äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, p1, p2, . . . � ïðîèçâîëüíûå ïîëî-

æèòåëüíûå ÷èñëà, äàþùèå â ñóììå åäèíèöó. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω, F , P ) è äèñ-

êðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = ξ(ω), îïðåäåëåííàÿ íà

íåì òàêàÿ, ÷òî åå ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä

ξ x1 x2 x3 . . . . . .

P p1 p2 p3 . . . . . .
.

Ïîíÿòíî, êàêèì îáðàçîì âèäîèçìåíèòü �îðìóëèðîâ-

êó òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà-

÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû êîíå÷íî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìîæíî ñâåñòè äîêàçà-

òåëüñòâî ê òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû ñ çàäàííîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ èç äåâÿòîãî ïà-

ðàãðà�à. Ïî çàäàííûì â óñëîâèè òåîðåìû ñèñòåìàì ÷è-

ñåë ïîñòðîèì �óíêöèþ F (x) ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (10.1).

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà �óíêöèÿ íåóáûâàþùàÿ, íåïðåðûâíà

ñëåâà. Íåçàâèñèìî îò òîãî, ñóùåñòâóþò ëè ñðåäè ÷èñåë

p1, p2, . . . ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå, F (−∞) = 0 êàê

îñòàòîê ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè è

F (+∞) = 1 êàê ïðåäåë ÷àñòíîé ñóììû ðÿäà, êîòîðûé ïî

óñëîâèþ òåîðåìû ñõîäèòñÿ ê 1. Èòàê, äëÿ F (x) âûïîëíåíû
âñå óñëîâèÿ òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
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íû ñ çàäàííîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó ñóùå-

ñòâóåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω, F , P ) è ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà ξ = ξ(ω), îïðåäåëåííàÿ íà íåì òàêàÿ, ÷òî åå

�óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) = F (x). Íåòðóäíî ïîíÿòü,
÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x)
äèñêðåòíà è èìååò èñêîìûé ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òàê êàê òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû ñ çàäàííîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ â îñíîâíîì òåê-

ñòå íå äîêàçûâàëàñü, äàäèì íåïîñðåäñòâåííîå íå îïèðà-

þùååñÿ íà íåå äîêàçàòåëüñòâî. Ê òîìó æå ýòî ïîëåçíî

äëÿ óÿñíåíèÿ òîãî, êàê ñòðîèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå âåðîÿò-

íîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëþáûõ òåîðåì

î ñóùåñòâîâàíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ,

êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóåòñÿ êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî,

÷òî ïîçâîëÿåò íàèáîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì ñêîíñòðóèðî-

âàòü òðåáóåìóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó êàê òîæäåñòâåííóþ

(ýëåìåíò êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà).

Èòàê, â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà âîçüìåì áóäó-

ùåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå êîíñòðóèðóåìîé ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû, ò.å. çíà÷åíèå xi èç çàäàííîãî â óñëîâèè òåîðåìû

íàáîðà ÷èñåë. Òàêèì îáðàçîì, Ω = {x1, x2, . . . , }. Òàê êàê
ýòî ïðîñòðàíñòâî ñ÷åòíîå, òî â êà÷åñòâå σ-àëãåáðû ñîáû-

òèé F íåîáõîäèìî âçÿòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäìíîæåñòâ

Ω. Ïîñêîëüêó ÷èñëà p1, p2, . . . ïî óñëîâèþ òåîðåìû îáëà-

äàþò âñåìè ñâîéñòâàìè âåðîÿòíîñòåé ýëåìåíòàðíûõ èñõî-

äîâ ïðè êîíñòðóêòèâíî-àêñèîìàòè÷åñêîì îïðåäåëåíèè âå-

ðîÿòíîñòè â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñ-

õîäîâ, òî ìû ìîæåì ïðèïèñàòü êàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó

èñõîäó xi âåðîÿòíîñòü pi è îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü ëþáî-

ãî ñîáûòèÿ (ýëåìåíòà F) â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíñòðóêòèâíî-
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àêñèîìàòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì êàê

P (A) =
∑

xi∈A

pi, A ∈ F .

Èòàê, âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ïîñòðîåíî. Îïðåäå-

ëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó íà íåì êàê òîæäåñòâåííóþ, ò.å.

ξ(xi) = xi ∀xi ∈ Ω. Êàê ìû ïîìíèì, èçìåðèìîñòü åå

îòíîñèòåëüíî F âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Î÷åâèäíî,

îíà ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ ðÿäîì

ðàñïðåäåëåíèÿ

ξ x1 x2 x3 . . . . . .

P p1 p2 p3 . . . . . .
.

�

Çàìå÷àíèå 1. �àçóìååòñÿ, êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî

ïðè äîêàçàòåëüñòâå áåðåòñÿ òîëüêî äëÿ åãî ïðîñòîòû.

Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî áûëî îïðåäåëèòü äðóãóþ ñëó-

÷àéíóþ âåëè÷èíó η(ω), çàäàíííóþ íà âåðîÿòíîñòíîì

ïðîñòðàíñòâå (Ω, F , P ), ãäå Ω = [0, 1], F = B([0, 1])
� σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ îòðåçêà [0, 1] (ñ

òàêèì æå óñïåõîì ìîæíî áûëî áû âçÿòü åå ïîïîëíå-

íèå, ò.å. σ-àëãåáðó èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ïîäìíîæåñòâ

îòðåçêà [0, 1]), à â êà÷åñòâå P � ìåðó Ëåáåãà (èíûìè

ñëîâàìè η èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå

[0, 1], íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòîé íàóäà÷ó áðîøåí-

íîé íà [0, 1] òî÷êè). Îòðåçîê [0, 1] ðàçáèò íà ñ÷åòíîå

÷èñëî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èçìåðèìûõ ÷àñòåé

(ò.å. ïðèíàäëåæàùèõ F) Ω1, Ω2, . . . ñ ìåðàìè Ëåáåãà

p1, p2, . . . ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

η = η(ω), ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ω ∈ Ωi ÷èñëî

pi, i = 1, 2, . . . , òàêæå ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé ñ òåì æå
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ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷òî è êîîðäèíàòíàÿ ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà, èñïîëüçîâàííàÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå.

Çàìå÷àíèå 2. Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò êîíñòðó-

èðîâàòü íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ïðèìåðîâ äèñêðåòíûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí.

×àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

1. Âûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåííàÿ íà ëþáîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ(ω) ≡ C, íàçûâàåìàÿ ïîñòîÿííîé
èëè íåñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé è

ïðèíèìàåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå C ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

(ïðîâåðüòå åå èçìåðèìîñòü). Åå �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ,

î÷åâèäíî, ðàâíà

F (x) =

{
0, åñëè x ≤ C,

1, åñëè x > C.

�àñïðåäåëåíèå ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ

âûðîæäåííûì.

2. �àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè.

�îâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäå-

ëåíèå Áåðíóëëè, åñëè îíà äèñêðåòíà ñ ðÿäîì ðàñïðå-

äåëåíèÿ

ξ 1 0

P p q
,

ãäå p, q > 0, p + q = 1.
Òàêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñóùåñòâóåò, èáî äëÿ íåå

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïîñëåäíåé òåîðåìû. Íà ñàìîì

äåëå, åñëè â ñõåìå Áåðíóëëè ðàññìîòðåòü îòäåëüíîå
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èñïûòàíèå, òî ξ � ÷èñëî óñïåõîâ â ýòîì èñïûòàíèè.

3. Äèñêðåòíîå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå.

�îâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò äèñêðåò-

íîå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå, åñëè îíà ïðèíèìàåò

êîíå÷íîå ÷èñëî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñ îäèíàêîâîé âåðî-

ÿòíîñòüþ, ò.å. ðÿä åå ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä

ξ x1 x2 . . . . . . xk

P 1
k

1
k . . . . . . 1

k

.

Îíà ñóùåñòâóåò ïî ïîñëåäíåé òåîðåìå.

4. Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

�îâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò áèíîìè-

àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè n, p, ãäå n ∈
N, 0 < p < 1, åñëè îíà ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü çíà÷å-

íèÿ 0, 1, . . . , n ñ âåðîÿòíîñòÿìè

pk = P{ξ = k} = Ck
npk(1 − p)n−k, k = 0, 1, . . . , n.

Î÷åâèäíî, âñå pk > 0. Ïî �îðìóëå áèíîìà Íüþòîíà

n∑

k=0

pk =

n∑

k=0

Ck
npk(1 − p)n−k = [p + (1 − p)]n = 1.

Çíà÷èò, òàêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñóùåñòâóåò. Â ýòîì

ìîæíî óáåäèòüñÿ è íåïîñðåäñòâåííî, âñïîìèíàÿ, ÷òî, â

ñèëó �îðìóëû Áåðíóëëè (6.5), áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëå-

íèå áóäåò èìåòü ÷èñëî óñïåõîâ µ â ñõåìå n íåçàâèñèìûõ

èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p â îòäåëü-

íîì èñïûòàíèè.
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5. �åîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.

�îâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ãåîìåòðè-

÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, åñëè åå âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿ-

ìè ÿâëÿþòñÿ 0, 1, . . . , ïðè÷åì

pk = P{ξ = k} = qkp, ãäå q = 1 − p, 0 < p < 1,

k = 0, 1, . . . .

Òàê êàê ∞∑

k=0

pk = p
∞∑

k=0

qk =
p

1 − q
= 1,

òî òàêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñóùåñòâóåò.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

áóäåò èìåòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ν, ðàâíàÿ ÷èñëó èñ-

ïûòàíèé, ïðîâåäåííûõ äî ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ óñïåõà, â

áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ èñïûòà-

íèé Áåðíóëëè.

6. �àñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà.

�îâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäå-

ëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ, ãäå λ > 0, åñëè åå

âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ 0, 1, . . . , ïðè÷åì

pk = P{ξ = k} =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . . .

Ïîñêîëüêó

∞∑

k=0

pk = e−λ
∞∑

k=0

λk

k!
= e−λeλ = 1,

òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà ñóùå-

ñòâóåò. Â ñèëó ïðåäåëüíîé òåîðåìû Ïóàññîíà (òåîðåìû
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7.1) ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ

áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîãäà n → ∞, p → 0
òàêèì îáðàçîì, ÷òî λ = np îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì.

7. �èïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ïóñòü N,M,n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, m � öåëîå

íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, ïðè÷åì n ≤ N, m ≤ M, M ≤
N, m0 = max (0,M − N + n), m1 = min (M,n).

�îâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ãèïåð-

ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, åñëè åå âîçìîæíûìè

çíà÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ m0,m0 + 1, . . . , m1, ïðè÷åì

pm = P{ξ = m} =
Cm

MCn−m
N−M

Cn
N

, m = m0,m0 + 1, . . . , m1.

Êàê ìû ïîìíèì (ñì. ïðèìåð 7 èç òðåòüåãî ïàðàãðà�à),

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþùèé ñìûñë.
Ïóñòü â ïàðòèè èç N äåòàëåé èìååòñÿ M ñòàíäàðòíûõ.

Òîãäà pm åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè n íàóäà÷ó èç-

âëå÷åííûõ èç ýòîé ïàðòèè äåòàëåé èìååòñÿ ðîâíî m ñòàí-

äàðòíûõ. Ïîýòîìó ξ � ÷èñëî ñòàíäàðòíûõ äåòàëåé ñðåäè

n èçâëå÷åííûõ. Ñóùåñòâîâàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ äî-
êàçàíî. Ïîýòîìó äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

m1∑

m=m0

pm =

min (M,n)∑

m=max (0,M−N+n)

Cm
MCn−m

N−M

Cn
N

= 1. (10.3)

Êîíå÷íî, ýòî êîìáèíàòîðíîå òîæäåñòâî ìîæíî äîêà-

çàòü àíàëèòè÷åñêè, íå ïîëüçóÿñü òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé

(íàïðèìåð, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîëèíîìèàëüíîé

�îðìóëîé (3.10)). Íî ýòî óâåëî áû íàñ â ñòîðîíó îò

îñíîâíîãî íàïðàâëåíèÿ íàøèõ èññëåäîâàíèé.
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Çàäà÷à 1. Äîêàçàæèòå (10.3) àíàëèòè÷åñêè.

Ìû �àêòè÷åñêè äîêàçàëè (10.3) ñ ïîìîùüþ âåðî-

ÿòíîñòíîãî ìåòîäà. Ýòîò ìåòîä ìîæíî ý��åêòèâíî

ïðèìåíÿòü ïðè ïîëó÷åíèè è äîêàçàòåëüñòâå ñàìûõ ðàç-

íîîáðàçíûõ êîìáèíàòîðíûõ òîæäåñòâ.

II. Àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ.

1. Ýëåìåíòàðíûé ïîäõîä.

Âñïîìíèì, êàê â ìåõàíèêå îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ

ïëîòíîñòü ìàññû (èëè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû)

êîíå÷íîãî ñòåðæíÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ñòåðæåíü

äëèíû l è ìàññû m, êîòîðûé ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü îò-

ðåçêîì [0, l] îñè Ox. Îáîçíà÷èì ÷åðåç m(x) ÷àñòü ìàñ-

ñû ñòåðæíÿ íà ó÷àñòêå [0, x) (òî÷êó x ìîæíî âêëþ÷àòü

èëè íå âêëþ÷àòü, ïîñêîëüêó åå ìàññà ðàâíà íóëþ). Ìàñ-

ñà ó÷àñòêà ñòåðæíÿ [x, x + ∆x) ðàâíà M([x, x + ∆x)) =
m(x+ ∆x)−m(x). Ñðåäíÿÿ ìàññà, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà åäè-
íèöó äëèíû íà ýòîì ó÷àñòêå ðàâíà

M([x, x + ∆x))

∆x
=

m(x + ∆x) − m(x)

∆x
.

Ïðåäåë ñðåäíåé ìàññû, ïðèõîäÿùåéñÿ íà åäèíèöó äëèíû

ýòîãî ó÷àñòêà, êîãäà ó÷àñòîê ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó x,

ρ(x) = lim
∆x→0

M([x, x + ∆x))

∆x
=

= lim
∆x→0

m(x + ∆x) − m(x)

∆x
= m′(x),
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â ìåõàíèêå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ ìàññû

ñòåðæíÿ â òî÷êå x. Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ íåìåäëåííî ñëå-
äóåò èçâåñòíàÿ �îðìóëà, âûðàæàþùàÿ ìàññó ñòåðæíÿ ÷å-

ðåç ëèíåíóþ ïëîòíîñòü:

m =

l∫

0

ρ(x)dx.

Ïîñòóïèì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñ âåðîÿòíîñòüþ (ñ

âåðîÿòíîñòíîé ìàññîé). Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â

òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòíàÿ ìàññà ðàñïðåäåëåíà ïî "ñòåðæ-

íþ áåñêîíå÷íîé äëèíû" � ÷èñëîâîé ïðÿìîé R, è âñÿ îíà

ðàâíà 1, ïîñêîëüêó P{ω : ξ(ω) ∈ R} = 1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû ξ èìååò íà R íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ

F ′(x). Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ â

ïðîìåæóòîê [x, x + ∆x) ðàâíà P{ω : x ≤ ξ(ω) <
x + ∆x} = F (x + ∆x)−F (x). Ñðåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü ïîïà-
äàíèÿ íà åäèíèöó äëèíû íà ó÷àñòêå [x, x + ∆x) åñòü

P{x ≤ ξ < x + ∆x}
∆x

=
F (x + ∆x) − F (x)

∆x
.

Â ñèëó íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ ïðè êàæäîì x ñóùåñòâóåò

êîíå÷íûé ïðåäåë,

p(x) = lim
∆x→0

P{x ≤ ξ < x + ∆x}
∆x

=

= lim
∆x→0

F (x + ∆x) − F (x)

∆x
= F ′(x),

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé. Ïðåäåë ýòîé

ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè p(x) åñòåñòâåííî íàçâàòü ïëîòíî-

ñòüþ âåðîÿòíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýëåìåíòàðíîì
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ïîäõîäå èç íåóáûâàíèÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F ñëå-

äóåò íåîòðèöàòåëüíîñòü ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

P{x ≤ ξ < x + ∆x} = p(x)∆x + o(∆x) ïðè ∆x → 0.

Ïîýòîìó ñ òî÷íîñòüþ äî áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå âûñîêî-

ãî ïîðÿäêà, ÷åì ∆x, èìååì

P{x ≤ ξ < x + ∆x} ≈ p(x)∆x.

Âìåñòî ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà ïèøóò òî÷íîå, çàìå-

íÿÿ ïðèðàùåíèå ∆x íà äè��åðåíöèàë dx è ïîíèìàÿ ïîä

P{x ≤ ξ < x + dx} äè��åðåíöèàë �óíêöèè F (x):

P{x ≤ ξ < x + dx} = p(x)dx.

Ïðîèçâåäåíèå p(x)dx íàçûâàþò ýëåìåíòîì âåðîÿòíî-

ñòè.

Èç ðàâåíñòâà p(x) = F ′(x) ñëåäóåò, ÷òî

F (x) =

x∫

−∞

p(t)dt + C.

Ïî ñâîéñòâàì �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (−∞) = 0, îòêó-
äà C = 0. Òàêèì îáðàçîì,

F (x) =

x∫

−∞

p(t)dt. (10.4)

Èç (10.4) ñëåäóåò, ÷òî

P{a ≤ ξ < b} = F (b) − F (a) =

b∫

a

p(x)dx. (10.5)
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Äëÿ öåëåé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé äîñòàòî÷íî òàêîãî

îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè, ÷òîáû ñ åå ïîìî-

ùüþ äëÿ äîñòàòî÷íî "õîðîøèõ" ìíîæåñòâ (à èìåííî,

áîðåëåâñêèõ) óìåòü íàõîäèòü âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â

íèõ, ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî ìîæåò áûòü ñäåëàíî äëÿ ïîëó-

èíòåðâàëîâ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (10.5). Åñòåñòâåííî,

íàì íàäî ïîñòàðàòüñÿ èçáàâèòñÿ îò äîâîëüíî æåñòêîãî

îãðàíè÷åíèÿ, ñîñòîÿùåãî â íåïðåðûâíîé äè��åðåí-

öèðóåìîñòè F . Çàäàäèìñÿ öåëüþ îïðåäåëèòü p(x) êàê

òàêóþ �óíêöèþ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ (10.4). Â ñèëó

êðèòåðèÿ Ëåáåãà èíòåãðèðóåìîñòè ïî �èìàíó, �óíêöèÿ

p(x) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (10.4) íåîäíîçíà÷íî. Åñëè

èçìåíèòü çíà÷åíèÿ p(x) â òî÷êàõ ìíîæåñòâà ëåáåãîâîé

ìåðû íóëü, òî çíà÷åíèå èíòåãðàëà (10.4) íå èçìåíèò-

ñÿ. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ìîæåò

áûòü âûáðàíà ëþáàÿ òàêàÿ �óíêöèÿ. Äëÿ óäîáñòâà åå

îãðàíè÷èâàþò åäèíñòâåííûì òðåáîâàíèåì � îíà äîëæíà

áûòü íåîòðèöàòåëüíà. Åñëè èäòè â ýòîì íàïðàâëåíèè

äàëüøå, òî ìîæíî ñóùåñòâåííî îñëàáèòü òðåáîâàíèå

íåïðåðûâíîé äè��åðåíöèðóåìîñòè F (x). Îäíàêî ýòîãî

äåëàòü íå íóæíî. Òàê êàê ó íàñ óæå ïîÿâèëèñü â ðàññó-

æäåíèÿõ ìíîæåñòâà ìåðû íóëü, òî åñòåñòâåííî âìåñòî

èíòåãðàëà �èìàíà â îïðåäåëåíèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè

èñïîëüçîâàòü èíòåãðàë Ëåáåãà. Ê òîìó æå ñóùåñòâåííî

ðàñøèðÿåòñÿ êëàññ èíòåãðèðóåìûõ �óíêöèé.

2. Ïîäõîä, îñíîâàííûé íà íåîïðåäåëåííîì èíòåãðàëå

Ëåáåãà.

Íàïîìíèì, ÷òî �óíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå

[a, b], íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé íà ýòîì îòðåç-

êå, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ

158



� 10. Òèïû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

âñÿêîé êîíå÷íîé ñèñòåìû ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èí-

òåðâàëîâ (ak, bk) ⊂ [a, b], k = 1, 2, . . . , n, ñ ñóììîé

äëèí, ìåíüøåé δ > 0,

n∑

k=1

(bk − ak) < δ,

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

n∑

k=1

|f(bk) − f(ak)| < ε.

Èçâåñòíî, ÷òî âñÿêàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå

�óíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà è èìååò îãðàíè÷åííîå

èçìåíåíèå. Åñëè �óíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b]
ïî Ëåáåãó, òî ìû áóäåì îáîçíà÷àòü èíòåãðàë Ëåáåãà îò

íåå ïî îòðåçêó [a, x] ÷åðåç

F (x) =

x∫

a

f(t)dt, x ∈ [a, b]. (10.6)

Èçâåñòíî, ÷òî �óíêöèÿ F àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà

îòðåçêå [a, b] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî

x ∈ [a, b] îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èíòåãðàëà ñ ïåðå-

ìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì (10.6) îò íåêîòîðîé �óíêöèè

f . Ïðè ýòîì ïî÷òè âñþäó (îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà)

ïðîèçâîäíàÿ îò èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäå-

ëîì (10.6) ñîâïàäàåò ñ f(x). Îòìåòèì, ÷òî åñëè çàäàíà

�óíêöèÿ F , òî èç óðàâíåíèÿ (10.6) �óíêöèÿ f íàõîäèòñÿ

íåîäíîçíà÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå

ëåáåãîâîé ìåðû íóëü. Ïîëüçóÿñü ýòèìè íàâîäÿùèìè

ñîîáðàæåíèÿìè, ââåäåì ñëåäóþùåå
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Îïðåäåëåíèå 10.5. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = ξ(ω),
åå ðàñïðåäåëåíèå Pξ è �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ íà-

çûâàþòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

�óíêöèÿ pξ : R → [0,∞) òàêàÿ, ÷òî �óíêöèÿ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ïðåäñòàâëÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî

x ∈ R â âèäå

Fξ(x) =

x∫

−∞

pξ(t)dt. (10.7)

Ëþáàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ pξ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

(10.7), íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè èëè

ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé àáñîëþò-

íî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Êàê è â ñëó÷àå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìû èíîãäà

áóäåì ïèñàòü ó ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè èíäåêñ ξ, à èíîãäà
íå áóäåì, òàê, ÷òî pξ(x) = p(x).

Ïîêàæåì, ÷òî èç (10.7) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî áîðå-

ëåâñêîãî ìíîæåñòâà B

Pξ(B) = P{ω : ξ(ω) ∈ B} = P{ξ ∈ B} =

∫

B

pξ(x)dx.

(10.8)
Ëåâàÿ ÷àñòü (10.8), êàê ðàíåå ìû âèäåëè, ÿâëÿåòñÿ ìå-

ðîé íà σ-àëãåáðå áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ B. Èç òåîðèè ìå-
ðû Âû çíàåòå, ÷òî èíòåãðàë Ëåáåãà îò íåîòðèöàòåëüíîé

�óíêöèè pξ(x) ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ìíîæåñòâà èíòåãðèðîâà-

íèÿ íà σ-àëãåáðå èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ, òåì

áîëåå, ýòîò èíòåãðàë áóäåò ìåðîé íà âõîäÿùåé â íåå σ-
àëãåáðå áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ B. Èòàê, äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà (10.8), íàäî äîêàçàòü ñîâïàäåíèå ýòèõ äâóõ ìåð íà B.
Â ñèëó (10.7) ýòè ìåðû ñîâïàäàþò íà áîðåëåâñêèõ ìíîæå-
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ñòâàõ âèäà B = (−∞, x). Òàê êàê äëÿ ëþáîé ìåðû µ âû-

ïîëíÿåòñÿ µ([a, b)) = µ((−∞, b))−µ((−∞, a)), òî ýòè ìå-
ðû ñîâïàäàþò íà ïîëóèíòåðâàëàõ [a, b). Â ñèëó êîíå÷íîé

àääèòèâíîñòè ýòè ìåðû ñîâïàäàþò íà àëãåáðå îáúåäèíå-

íèé ïîëóèíòåðâàëîâ A. Ïî òåîðåìå î ïðîäîëæåíèè ìåðû

ýòè ìåðû ñîâïàäóò è íà íàèìåíüøåé σ-àëãåáðå, ñîäåðæà-
ùåé àëãåáðó A, ò.å. íà σ-àëãåáðå áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ

B.
Îáðàòíî, èç (10.8) ñëåäóåò (10.7), åñëè â êà÷åñòâå B

âçÿòü (−∞, x). Ïîýòîìó îïðåäåëåíèå 10.5 ýêâèâàëåíòíî

ñëåäóþùåìó

Îïðåäåëåíèå 10.6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = ξ(ω),
åå ðàñïðåäåëåíèå Pξ è �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ íà-

çûâàþòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

�óíêöèÿ pξ : R → [0,∞) òàêàÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ïðåäñòàâëÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî B ∈ B â

âèäå

Pξ(B) =

∫

B

pξ(x)dx. (10.9)

Ëþáàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ pξ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

(10.9), íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè èëè

ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé àáñîëþò-

íî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

3. Ïîäõîä, îñíîâàííûé íà òåîðåìå �àäîíà-Íèêîäèìà.

Ïóñòü µ è ν � äâå ìåðû, îïðåäåëåííûå íà îäíîé è

òîé æå σ- àëãåáðå F . Íàïîìíèì, ÷òî ìåðà µ íàçûâàåòñÿ

àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé îòíîñèòåëüíî ìåðû ν (îáîçíà÷å-

íèå µ << ν), åñëè èç ν(A) = 0 ñëåäóåò µ(A) = 0. Òåî-
ðåìà �àäîíà-Íèêîäèìà óòâåðæäàåò, êàê ìû ïîìíèì, ÷òî
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µ << ν òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íåîòðè-

öàòåëüíàÿ ñóììèðóåìàÿ ïî ìåðå ν �óíêöèÿ p òàêàÿ, ÷òî

äëÿ ëþáîãî A ∈ F âûïîëíÿåòñÿ

µ(A) =

∫

A

p dν.

Ôóíêöèÿ p îïðåäåëÿåòñÿ ýòèì ðàâåíñòâîì íåîäíîçíà÷íî

ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå íóëåâîé ν-ìåðû,
îáîçíà÷àåòñÿ p = dµ

dν è íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé èëè ïëîò-

íîñòüþ �àäîíà-Íèêîäèìà ìåðû µ ïî ìåðå ν.
Ïîýòîìó îïðåäåëåíèå 10.6 ìîæíî ïåðå�ðàçèðîâàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = ξ(ω), åå
ðàñïðåäåëåíèå Pξ è �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ íàçûâà-

þòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè, åñëè ðàñïðåäåëåíèå

Pξ àáñîëþòíî íåïðåðûâíî îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáå-

ãà íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (R, B). Ïëîòíîñòüþ
âåðîÿòíîñòè èëè ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âå-

ðîÿòíîñòåé íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ �àäîíà-Íèêîäèìà

pξ(x) =
dPξ

dx ìåðû Pξ ïî ìåðå Ëåáåãà x.

Ñâîéñòâà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè.

1. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî,

ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå ëåáåãîâîé ìåðû

íîëü.

Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû �àäîíà-Íèêîäèìà.

2. Òàê êàê ïëîòíîñòü ìîæíî âûáðàòü â êëàññå ýêâè-

âàëåíòíûõ ìåæäó ñîáîé �óíêöèé, äîãîâîðèìñÿ âûáèðàòü

åå âñåãäà òàêèì îáðàçîì, ÷òî åñëè â äàííîé òî÷êå ñóùå-

ñòâóåò åå íåïðåðûâíàÿ ýêâèâàëåíòíàÿ ìîäè�èêàöèÿ, òî
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ìû áóäåì áðàòü èìåííî åå. Ïðè ýòîì óñëîâèè, åñëè x �

òî÷êà íåïðåðûâíîñòè p(x), òî p(x) = F ′(x).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ íà âñåé

÷èñëîâîé ïðÿìîé ìîäè�èêàöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè,

òî èìåííî åå âûáèðàåì â êà÷åñòâå ýòîé ïëîòíîñòè. Ïðè

ýòîì äëÿ âñåõ x ∈ R âûïîëíÿåòñÿ F ′(x) = p(x) (ñðàâíèòå
ñ ýëåìåíòàðíûì ïîäõîäîì ê ââåäåíèþ ïëîòíîñòè âåðîÿò-

íîñòè).

3. Ïî÷òè âñþäó ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ, ïðè÷åì ïî÷òè âñþäó

p(x) = F ′(x).

Ýòî ñëåäóåò èç òåîðèè èíòåãðàëà Ëåáåãà ñ ïåðåìåí-

íûì âåðõíèì ïðåäåëîì.

4. p(x) ≥ 0 ∀x ∈ R.

Òàê êàê F (x) íå óáûâàåò, òî èç ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà
íåîòðèöàòåëüíîñòü p(x) âûïîëíÿåòñÿ ïî÷òè âñþäó. Ïî

íàøåé äîãîâîðåííîñòè â òî÷êàõ ìíîæåñòâà ìåðû íîëü, â

êîòîðûõ p(x) ìîæíî çàäàòü ïðîèçâîëüíî, ìû äîîïðåäå-

ëÿåì åå íåîòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè.

5.

∞∫

−∞

p(x)dx = 1.

Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç (10.7), åñëè x óñòðåìèòü ê

áåñêîíå÷íîñòè è èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî F (+∞) = 1, èëè
èç (10.8), åñëè âçÿòü B = R.

163



�ËÀÂÀ 1. ÒÅÎ�Èß ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ

Ñâîéñòâà 4 è 5 ÿâëÿþòñÿ àíàëîãîì äëÿ àáñîëþòíî

íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ ñâîéñòâ pi ≥ 0 è

∑
i

pi = 1 ðÿ-

äà ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ôè-

ãóðàëüíî âûðàæàÿñü, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âñÿ åäèíè÷-

íàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìàññà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ äëÿ äèñêðåò-

íîãî ñëó÷àÿ â êîíå÷íîì èëè ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê

"ðàçìàçûâàåòñÿ" ñ ïîìîùüþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ïî âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé (èëè åå ÷àñòè).

Â ñèëó (10.7) è (10.8) ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îäíî-

çíà÷íî îïðåäåëÿåò �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ðàñïðåäå-

ëåíèå, ò.å. ÿâëÿåòñÿ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîä÷åðêíåì,

÷òî ýòîò çàêîí íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, à ãîäèòñÿ

òîëüêî äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ çàäàííîé ïëîòíîñòüþ

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Ïóñòü çàäàíà �óíêöèÿ p : R → R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

ñâîéñòâàì

1. p(x) ≥ 0 ∀x ∈ R;

2.
+∞∫
−∞

p(x)dx = 1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

(Ω,F , P ) è àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

ξ = ξ(ω), îïðåäåëåííàÿ íà íåì, òàêàÿ, ÷òî åå ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ åñòü çàäàííàÿ �óíêöèÿ: pξ(x) = p(x).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàê è â äèñêðåòíîì ñëó÷àå,

ìîæíî ñâåñòè äîêàçàòåëüñòâî ê òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ çàäàííîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

èç äåâÿòîãî ïàðàãðà�à. Ïî çàäàííîé â óñëîâèè òåîðåìû

�óíêöèè p(x) ïîñòðîèì �óíêöèþ F (x) ñ ïîìîùüþ �îð-
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ìóëû

F (x) =

x∫

−∞

p(x)dx. (10.10)

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà �óíêöèÿ íåóáûâàþùàÿ, íåïðåðûâíàÿ.

Òàê êàê îñòàòîê ñõîäÿùåãîñÿ èíòåãðàëà (10.10) ñòðåìèò-

ñÿ íà −∞ ê íóëþ, òî F (−∞) = 0. Óñòðåìëÿÿ x ê +∞ è

èñïîëüçóÿ óñëîâèå 2 òåîðåìû, ïîëó÷àåì, ÷òî F (+∞) = 1.
Ïîñêîëüêó äëÿ F âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû î ñóùå-

ñòâîâàíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ çàäàííîé �óíêöèåé ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ, òî ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

(Ω,F , P ) è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = ξ(ω), îïðåäåëåííàÿ
íà íåì, ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ (10.10). Ïî îïðåäåëå-

íèþ 10.5 ýòà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà àáñîëþòíî íåïðåðûâíà

ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè pξ(x) = p(x).

Òàê êàê òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû ñ çàäàííîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ â îñíîâ-

íîì òåêñòå íå äîêàçûâàëàñü, äàäèì íåçàâèñèìîå îò íåå

äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

(Ω,F , P ), ãäå Ω = R, F = B, à

P (B) =

∫

B

p(x)dx. (10.11)

Òàê êàê p(x) ≥ 0, òî ∀B ∈ B âûïîëíÿåòñÿ P (B) ≥ 0. Â
ñèëó óñëîâèÿ 2 òåîðåìû P (R) = 1. Ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü
ìåðû P ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî èíòåãðàë Ëåáåãà (10.11) ÿâëÿ-

åòñÿ ñ÷åòíî àääèòèâíîé �óíêöèåé îò ìíîæåñòâà èíòåãðè-

ðîâàíèÿ èç σ-àëãåáðû èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ, à,

ñëåäîâàòåëüíî, îò ìíîæåñòâà èíòåãðèðîâàíèÿ èç åå ïîä-

σ-àëãåáðû B. Èòàê P � âåðîÿòíîñòü. Îñòàåòñÿ ââåñòè ñëó-

÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ(ω) = ω (ÿâëÿþùóþñÿ êîîðäèíàòíîé).
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Òîãäà, â ñèëó (10.11),

Pξ(B) = P{ω : ξ(ω) ∈ B} = P{ω : ω ∈ B} = P (B) =

=

∫

B

p(x)dx.

Ïî îïðåäåëåíèþ 10.6 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ àáñî-

ëþòíî íåïðåðûâíà è èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

pξ(x) = p(x). �

Çàìå÷àíèå 3. Èíòåãðàë â ðàâåíñòâå (10.7) ïîíèìàåòñÿ

êàê èíòåãðàë Ëåáåãà. Êîãäà ýòîò èíòåãðàë ñóùåñòâóåò

êàê íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë �èìàíà, òî, â ñèëó íåîòðè-

öàòåëüíîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè, îí ñîâïàäåò ñ

ðàññìàòðèâàåìûì èíòåãðàëîì Ëåáåãà. Åñëè ïîäûíòå-

ãðàëüíàÿ �óíêöèÿ íå ÿâëÿëàñü áû íåîòðèöàòåëüíîé,

òî èç ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà �èìàíà

íå ñëåäîâàëî áû ñóùåñòâîâàíèå ýòîãî èíòåãðàëà êàê

èíòåãðàëà Ëåáåãà. Ñàìà êîíñòðóêöèÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà

òàêîâà, ÷òî îí ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà ñóùåñòâóåò èíòåãðàë îò ìîäóëÿ ðàññìàòðèâàåìîé

�óíêöèè. Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè â (10.7) ïîäûíòåãðàëü-

íàÿ �óíêöèÿ ïðèíèìàåò êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è

îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî èç àáñîëþòíîé ñõîäèìî-

ñòè èíòåãðàëà (10.7) â ñìûñëå �èìàíà ñëåäóåò åãî

ñóùåñòâîâàíèå â ñìûñëå Ëåáåãà. Ïðè ýòîì èíòåãðàëû

�èìàíà è Ëåáåãà ñîâïàäàþò. Â äàëüíåéøåì, êàê ïðàâè-

ëî, áóäåò âñòðå÷àòüñÿ èìåííî òàêîé ñëó÷àé. Ïîýòîìó â

ïðàêòè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ âîçìîæíîñòü çàìåíû èíòåãðà-

ëà Ëåáåãà ñîîòâåòñòâóþùèì íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì

�èìàíà çàêîííà, åñëè ýòîò èíòåãðàë àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.
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Çàìå÷àíèå 4. Èíîãäà, îñîáåííî â òåõíè÷åñêîé ëèòåðà-

òóðå, äèñêðåòíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó òàêæå çàäàþò ñ

ïîìîùüþ "ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè". Åñëè âåëè÷èíà çàäà-

íà ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ

ξ x1 x2 x3 . . . . . .

P p1 p2 p3 . . . . . .
,

òî åå ïëîòíîñòü çàïèñûâàþò â âèäå

p(x) =

∞∑

i=1

piδ(x − xi),

ãäå δ(x) � òàê íàçûâàåìàÿ äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà, ò.å.

òàêàÿ îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ, ÷òî δ(x) ≥ 0 è
+∞∫
−∞

δ(x)dx = 1.

Èç òåîðèè îáîáùåííûõ �óíêöèé (ðàñïðåäåëåíèé Øâàð-

öà) èçâåñòíî, ÷òî

∫

B

f(x)δ(x − x0)dx = f(x0)IB(x0),

ãäå IB(x) = 1, åñëè x ∈ B, è IB(x) = 0 â ïðîòèâîïîëîæ-

íîì ñëó÷àå. Ïðèìåíåíèå òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ îïðåäå-

ëåííûì �îðìàëèçìîì, êîòîðûé óäîáåí ÷àñòè èíæåíåðíî-

òåõíè÷åñêèõ ðàáîòíèêîâ äëÿ òîãî, ÷òîáû íå çàïîìèíàòü

�îðìóëû òèïà (10.1),(10.2), à âñåãäà èñïîëüçîâàòü âìå-

ñòî íèõ �îðìóëû (10.7), (10.8). Ïðè ýòîì óêàçàííûå ðà-

áîòíèêè, êàê ïðàâèëî, ïîëüçóþòñÿ äåëüòà-�óíêöèåé �îð-

ìàëüíî, ïðåäñòàâëÿÿ åå êàê íåêèé èìïóëüñ, íå ïîíèìàÿ

ïðè ýòîì, ÷òî ýòî íå åñòü �óíêöèÿ â îáû÷íîì ñìûñëå, à

èíòåãðàë íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì â îáùåïðèíÿòîì ïîíè-

ìàíèè. Çàòî îíè õîðîøî âëàäåþò �îðìàëèçìîì ïðåîáðà-

çîâàíèé èíòåãðàëîâ, êîòîðûå ñîäåðæàò äåëüòà-�óíêöèè,
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óìåþò ïðîèçâîäèòü ñ íèìè ïðîñòåéøèå îïåðàöèè òèïà

äè��åðåíöèðîâàíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, ïðè ïîäñ÷åòå âåðî-

ÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ çíà÷åíèé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû â íåêîòîðîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî îíè ïîñòóïàþò

ïðèáëèçèòåëüíî òàêèì îáðàçîì:

P{ξ ∈ B} =

∫

B

p(x)dx =

∫

B

∞∑

i=1

piδ(x − xi)dx =

=

∞∑

i=1

pi

∫

B

δ(x − xi)dx =

∞∑

i=1

piIB(xi) =
∑

i: xi∈B

pi.

Ïðî�åññèîíàëüíûå ìàòåìàòèêè, êàê ïðàâèëî, òàêîé ïîä-

õîä íå èñïîëüçóþò.

×àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå

ðàñïðåäåëåíèÿ

1. �àâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå.

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå óæå âñòðå÷àëîñü, êîãäà ðàññìàòðè-

âàëàñü êîîðäèíàòà ξ òî÷êè, íàóäà÷ó áðîøåííîé íà îòðå-

çîê [a, b]. Ôóíêöèÿ åå ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíÿëàñü

F (x) =





0, åñëè x ≤ a,
x−a
b−a , åñëè a < x ≤ b,

1, åñëè x > b.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ �óíêöèÿ àáñîëþòíî

íåïðåðûâíà. Ïî ñâîéñòâó ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïî÷òè

âñþäó

p(x) = F ′(x) =

{
1

b−a , åñëè a < x < b,

0, åñëè x /∈ [a, b].
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Òàê êàê ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ òî÷åê a è b, â êî-
òîðûõ ïðîèçâîäíàÿ îò F íå îïðåäåëåíà, èìååò íóëåâóþ

ìåðó Ëåáåãà, òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïëîòíîñòü ðàñïðå-

äåëåíèÿ â ýòèõ òî÷êàõ ïðîèçâîëüíî, ëèøü áû îíà îñòà-

âàëàñü íåîòðèöàòåëüíîé. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî

p(x) =

{
1

b−a , åñëè a ≤ x ≤ b,

0, åñëè x /∈ [a, b].
(10.12)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ξ è F (x)
îñòàåòñÿ, íàïðèìåð, ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå îïðåäåëåíèÿ

10.5, ò.å. óñòàíîâèòü, ÷òî ðàññìîòðåííûå F (x) è p(x) óäî-
âëåòâîðÿþò ïðè êàæäîì x ∈ R ñîîòíîøåíèþ

F (x) =

x∫

−∞

p(t)dt.

Çàäà÷à 2. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî òàê.

Ïîýòîìó ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå âûãëÿäèò òàê:

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îò-

ðåçêå [a, b], åñëè îíà àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è èìååò

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà (10.12).

Ïðîâåðÿòü ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ çàäàííîé ïëîòíîñòüþ

ðàñïðåäåëåíèÿ íåò íåîáõîäèìîñòè, òàê êàê òàêîé âåëè÷è-

íîé ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòà íàóäà÷ó áðîøåííîé íà îòðåçîê

[a, b] òî÷êè. Îäíàêî, åñëè áû ìû èñõîäèëè òîëüêî èç

ïîñëåäíåãî îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òî

äîëæíû áûëè áû ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1

è 2 ýòîé òåîðåìû, ÷òî, âïðî÷åì, î÷åâèäíî.
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2. Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

�îâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ïîêàçà-

òåëüíîå èëè ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïà-

ðàìåòðîì λ, ãäå λ > 0, åñëè îíà àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è

èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé âèäà

p(x) =

{
λe−λx, åñëè x ≥ 0,

0, åñëè x < 0.

Òàêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò,

òàê êàê

p(x) ≥ 0,

+∞∫

−∞

p(x)dx =

+∞∫

0

λe−λxdx = 1.

Èñïîëüçóÿ (10.7), íàõîäèì ñîîòâåòñòâóþùóþ �óíê-

öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ:

F (x) =

{
1 − e−λx, åñëè x > 0,

0, åñëè x ≤ 0.

Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê F (0) = P{ξ < 0} = 0, òî ïîêà-
çàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èñïëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ âåðî-

ÿòíîñòíîãî ïîâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíûõ (ïî ñìûñëó) ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí. Íàïðèìåð, ÷àñòî òàêèì ðàñïðåäåëåíèåì

õàðàêòåðèçóþò äëèòåëüíîñòü íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ïðî-

öåññà.

Ëåììà îá îòñóòñòâèè "ïàìÿòè" (ïîñëåäåéñòâèÿ) ó

ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ïîêàçàòåëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå, òî äëÿ ëþáîãî τ ≥ 0

P{ξ < t + τ/ξ ≥ τ} = P{ξ < t}.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâíîé

âåðîÿòíîñòè äëÿ t, τ > 0

P{ξ < t+τ/ξ ≥ τ} =
P{τ ≤ ξ < t + τ}

P{ξ ≥ τ} =
F (t + τ) − F (τ)

1 − F (τ)
=

=
e−λτ − e−λ(t+τ)

e−λτ
= 1 − e−λt = F (t) = P{ξ < t}.

Åñëè æå t ≤ 0, òî îáå ÷àñòè äîêàçûâàåìîãî

ðàâåíñòâà òàêæå ðàâíû, èáî îáðàùàþòñÿ â íîëü.

�

�àññìîòðèì ðàáîòó íåêîòîðîãî ýëåìåíòà, íàïðèìåð,

ýëåêòðîëàìïî÷êè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âðåìÿ "æèçíè"

ξ ýòîãî ýëåìåíòà èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ïóñòü â ìîìåíò τ (âðåìÿ îòñ÷èòûâàåòñÿ ñ ìîìåíòà íà÷à-

ëà ðàáîòû ýëåìåíòà) ýëåìåíò åùå íå âûøåë èç ñòðîÿ, ò.å.

ïðîèçîøëî ñîáûòèå {ξ ≥ τ}. Òîãäà åãî îñòàòî÷íîå âðåìÿ
"æèçíè" ξτ = ξ − τ èìååò �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

Fξτ
(t) = P{ξτ < t} = P{ξ − τ < t/ξ ≥ τ} =

= P{ξ < t} = Fξ(t).

Òàêèì îáðàçîì, îñòàòî÷íîå âðåìÿ èìååò òîò æå çàêîí ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ, ÷òî è ïîëíîå âðåìÿ "æèçíè" ýëåìåíòà. Äðó-

ãèìè ñëîâàìè, ýëåìåíò êàê áû "çàáûâàåò", ñêîëüêî âðåìå-

íè îí óæå ñóùåñòâîâàë, è åãî îñòàòî÷íîå âðåìÿ óïðàâëÿ-

åòñÿ òî÷íî òàêèì æå âåðîÿòíîñòíûì ìåõàíèçìîì, êîòî-

ðûì óïðàâëÿåòñÿ ïîëíîå âðåìÿ åãî "æèçíè". Ìîæíî äî-

êàçàòü, ÷òî ñâîéñòâî îòñóòñòâèÿ ïàìÿòè ÿâëÿåòñÿ õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèì äëÿ ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ: äðó-

ãèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êðîìå ïîêàçàòåëüíî ðàñïðåäå-

ëåííûõ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿëè áû ñâîéñòâó îòñóòñòâèÿ

ïàìÿòè, íå ñóùåñòâóåò.
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Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñâîéñòâó ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðå-

äåëåíèå îïèñûâàåò âðåìåíà ïðåáûâàíèÿ â ñîñòîÿíèÿõ

òàê íàçûâàåìûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ íå áîëåå ÷åì

ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé. Ïîýòîìó îíî íàõîäèò

øèðîêîå ïðèìåíåíèå â �èçèêå (íàïðèìåð, ïðè îïèñàíèè

ðàäèàêòèâíûõ ÿâëåíèé), áèîëîãèè è õèìèè (íàïðèìåð,

ïðè èçó÷åíèè áèîëîãè÷åñêèõ ïîïóëÿöèé), òåîðèè íà-

äåæíîñòè, òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, àêòóàðíîé

íàóêå, òåõíèêå.

3. �àñïðåäåëåíèå Êîøè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àðòèëëåðèéñêîå îðóäèå ðàñïîëî-

æåíî íà åäèíè÷íîì ðàññòîÿíèè îò áåñêîíå÷íî äëèííîé

ñòåíû (ñì. �èñ.3).

O

j

+-
q

j+  jd

0               x x+dxx

�èñ.3

Ëà�åò îðóäèÿ âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðî-

ñòüþ îò ïîëîæíèÿ, êîãäà ñíàðÿä èäåò ïàðàëëåëüíî ñòåíå

âëåâî, äî ïîëîæåíèÿ, êîãäà îí èäåò ïàðàëëåëüíî ñòåíå

âïðàâî, è ìåæäó íèìè âñå âðåìÿ ïîïàäàåò â ñòåíó. Çàòåì

ëà�åò âðàùàåòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè, çàòåì

172



� 10. Òèïû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

âñå ïîâòîðÿåòñÿ è ò.ä. Íà êàæäîì ïîëóîáîðîòå â íàóäà-

÷ó âûáðàííûé ìîìåíò èç îðóäèÿ ïðîèçâîäèòñÿ âûñòðåë.

Ïóñòü ξ � ðàññòîÿíèå îò îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà, îïó-

ùåííîãî èç îðóäèÿ íà ñòåíó è âçÿòîãî ñî çíàêîì "+", åñëè
ñíàðÿä îòêëîíèëñÿ âïðàâî, è ñî çíàêîì "−", åñëè ñíàðÿä

îòêëîíèëñÿ âëåâî. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà θ � óãîë, íà

êîòîðûé ïîâåðíóëñÿ ñòâîë îðóäèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðïåí-

äèêóëÿðà, îòñ÷èòûâàåìûé ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Î÷åâèäíî,

−π/2 ≤ θ ≤ +π/2 è ξ = tg θ. Òàê êàê ñêîðîñòü âðàùåíèÿ

ëà�åòà ïîñòîÿííà, à ìîìåíò âûñòðåëà âûáèðàåòñÿ íàó-

äà÷ó, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà θ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà

íà îòðåçêå [−π/2, +π/2], ñëåäîâàòåëüíî åå ïëîòíîñòü âå-
ðîÿòíîñòè ðàâíà

pθ(ϕ) =

{
1
π , åñëè − π/2 < ϕ < +π/2,

0, åñëè x /∈ (−π/2, +π/2).

Ïóñòü ïîïàäàíèþ óãëà θ â äèàïàçîí (ϕ, ϕ + dϕ) ñîîò-
âåòñòâóåò ïîïàäàíèå ξ â äèàïàçîí (x, x + dx). Î÷åâèä-
íî, x = tg ϕ, ϕ = arctg x, dϕ = dx

1+x2 . Òàê êàê

P{ϕ < θ < ϕ + dϕ} = P{x < ξ < x + dx}, òî

pθ(ϕ)dϕ = pξ(x)dx,

îòêóäà

pξ(x) =
1

π(1 + x2)
.

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Êî-

øè, à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ òàêèì ðàñïðåäåëåíèåì �

ðàñïðåäåëåííîé ïî çàêîíó Êîøè.

�àññìîòðåííûå ðàññóæäåíèÿ, îñíîâàííûå íà ïîíÿòèè

ýëåìåíòà âåðîÿòíîñòè, ìîæíî ñäåëàòü ñòðîãèìè, åñëè
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èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà î ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè �óíêöèè îò

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Ïóñòü (a, b) � êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé èíòåðâàë,

f : (a, b) → R � ñòðîãî ìîíîòîííàÿ äè��åðåíöèðóåìàÿ

�óíêöèÿ, ξ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-

íà, ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé ñîñðåäîòî÷åíî íà (a, b) (ò.å.
P{ξ ∈ (a, b)} = 1). Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η = f(ξ) àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíà è èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòè

pη(x) = pξ(f
−1(x))|[f−1(x)]′|. (10.12)

Ïðåæäå, ÷åì äîêàçûâàòü òåîðåìó, ïðèâåäåì ïðè-

ìåð, èëëþñòðèðóþùèé ñòàíäàðòíûé ñïîñîá ðàññóæäå-

íèé. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà,
η = ξ2

. Òàê êàê f(x) = x2
� íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, ò.å.

áîðåëåâñêàÿ, òî η � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Âûðàçèì �óíê-

öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ η ÷åðåç �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ.
Åñëè x > 0, òî

Fη(x) = P{η < x} = P{ξ2 < x} = P{−√
x < ξ <

√
x} =

= Fξ(
√

x) − Fξ(−
√

x).

Åñëè x ≤ 0, òî, î÷åâèäíî, Fη(x) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî η
òàêæå àáñîëþòíî íåïðåðûâíà. Äè��åðåíöèðóÿ ïîëó÷åí-

íûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷èì:

pη(x) =

{
1

2
√

x
[pξ(

√
x) + pξ(−

√
x)], åñëè x > 0,

0, åñëè x ≤ 0.
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�àçóìååòñÿ, ýòî ðàññóæäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ èñ÷åðïû-

âàþùèì, ïîñêîëüêó àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü η íå

äîêàçàíà.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η = ξ2

àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, åñëè ξ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê f(x) äè��åðåí-
öèðóåìà, òî îíà íåïðåðûâíà, ò.å. ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêîé

�óíêöèåé. Ïî ëåììå î áîðåëåâñêîé �óíêöèè îò ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû èç äåâÿòîãî ïàðàãðà�à η = f(ξ) �

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

1-é ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà.

1. Ïóñòü �óíêöèÿ f âîçðàñòàåò. Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó-

÷àå ñîáûòèå {f(ξ) < x} ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ïðîèñõîäèò ñîáûòèå {ξ < f−1(x)}, òî

Fη(x) = P{η < x} = P{f(ξ) < x} =

= P{ξ < f−1(x)} = Fξ(f
−1(x)),

è äè��åðåíöèðóÿ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî, íàõîäèì:

pη(x) = pξ(f
−1(x))[f−1(x)]′.

Òàê êàê f âîçðàñòàåò, òî f−1
òàêæå âîçðàñòàåò, ñëåäîâà-

òåëüíî, [f−1(x)]′ > 0, ò.å. |[f−1(x)]′| = [f−1(x)]′, è (10.12)

äîêàçàíî.

2. Ïóñòü �óíêöèÿ f óáûâàåò. Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó-

÷àå ñîáûòèå {f(ξ) < x} ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ïðîèñõîäèò ñîáûòèå {ξ > f−1(x)}, òî

Fη(x) = P{η < x} = P{f(ξ) < x} = P{ξ > f−1(x)} =
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= P{ξ > f−1(x)} + P{ξ = f−1(x)} = P{ξ ≥ f−1(x)} =

= 1 − P{ξ < f−1(x)} = 1 − Fξ(f
−1(x)),

îòêóäà

pη(x) = −pξ(f
−1(x))[f−1(x)]′.

Òàê êàê f óáûâàåò, òî [f−1(x)]′ < 0, ò.å. |[f−1(x)]′| =
−[f−1(x)]′, è (10.12) äîêàçàíî.

Íà ñàìîì äåëå (10.12) âûïîëíåíî ïî÷òè âñþäó. Íî

ìîæíî çàïèñàòü òî÷íîå ðàâåíñòâî, âûáðàâ èìåííî òàêîé

âàðèàíò ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè èç êëàññà ýêâèâàëåíòíûõ

ìåæäó ñîáîé ïëîòíîñòåé. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü àáñîëþòíóþ

íåïðåðûâíîñòü η. Òàê êàê pη(x) ≥ 0 è

+∞∫

−∞

pη(x)dx =

+∞∫

−∞

pξ(f
−1(x))|[f−1(x)]′|dx =

=

b∫

a

pξ(y)dy =

+∞∫

−∞

pξ(y)dy = 1,

òî ñóùåñòâóåò àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ pη(x), êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò �óíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ Fη(x). Ýòî è îçíà÷àåò àáñîëþòíóþ íåïðå-

ðûâíîñòü η.

2-é ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà.

Çäåñü óäîáíî ðàññìîòðåòü íåîðèåíòèðîâàííûé èí-

òåãðàë (èíòåãðàë Ëåáåãà), â êîòîðîì ïðîèçâîäèòñÿ çàìåíà

y = f(x), x = f−1(y) (â ñèëó ìîíîòîííîñòè f ñ ïîìî-

ùüþ íåå óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-

ñòâèå ìåæäó (a, b) è (min {f(a), f(b)}, max {f(a), f(b)})):

P{η ∈ B} = P{f(ξ) ∈ B} = P{ξ ∈ f−1(B)} =
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=

∫

f−1(B)

pξ(x)dx.

Ïðîèçâîäÿ â èíòåãðàëå Ëåáåãà çàìåíó ïåðåìåííîé y =
f(x), x = f−1(y), ïîëó÷èì:

P{η ∈ B} =

∫

B

pξ(y)|[f−1(y)]′|dy.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 10.6, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà η àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è èìååò èñêîìóþ

ïëîòíîñòü. �

Çàìå÷àíèå 5. Åñëè èíòåãðàë ñóùåñòâóåò â ñìûñëå

�èìàíà, òî âî 2-ì ñïîñîáå äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåòñÿ

çàìåíà ïåðåìåííîé â íåîðèåíòèðîâàííîì èíòåãðàëå

�èìàíà. Îáû÷íî, â ñèëó ñëîæèâøåéñÿ òðàäèöèè, îä-

íîìåðíûå èíòåãðàëû �èìàíà ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê

îðèåíòèðîâàííûå, â òî âðåìÿ êàê êðàòíûå èíòåãðàëû

�èìàíà ÿâëÿþòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûìè. Ïîýòîìó òåîðå-

ìà î çàìåíå ïåðåìåííîé âûãëÿäèò, â íåêîòîðîì ñìûñëå,

ïðîùå äëÿ êðàòíûõ èíòåãðàëîâ, ÷åì äëÿ îáû÷íûõ. Çäåñü

êàê ðàç ïðèìåíÿåòñÿ åå ìîäè�èêàöèÿ äëÿ îäíîìåðíîãî

ñëó÷àÿ.

Òåïåðü ïîíÿòíî, êàê ðåøèòü çàäà÷ó 3.

Âîçâðàùàÿñü ê ðàñïðåäåëåíèþ Êîøè, âñïîìíèì, ÷òî

ξ = tg θ. Òàê êàê �óíêöèÿ y = tg x âîçðàñòàåò è äè�-

�åðåíöèðóåìà íà (−π/2, π/2), îáðàòíàÿ �óíêöèÿ x =
f−1(y) = arctg y, òî ïî äîêàçàííîé òåîðåìå

pξ(x) = pθ(arctg x)|[arctg x]′| =
1

π(1 + x2)
.
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4. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

�îâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò íîðìàëü-

íîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a, σ2 (a ∈ R, σ >
0), åñëè îíà àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è èìååò ïëîòíîñòü âå-
ðîÿòíîñòè âèäà

p(x) =
1√
2πσ

e−
(x−a)2

2σ2 .

Òàêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñóùåñòâóåò, òàê êàê

p(x) > 0 ∀x ∈ R è

+∞∫

−∞

p(x)dx =
1√
2π

+∞∫

−∞

e−
(x−a)2

2σ2 dx =
1√
π

+∞∫

−∞

e−t2dt = 1.

Çäåñü ìû ñäåëàëè çàìåíó ïåðåìåííîé

x−a
σ
√

2
= t è âîñïîëü-

çîâàëèñü èçâåñòíûì èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èíòå-

ãðàëîì Ïóàññîíà

+∞∫

−∞

e−t2dt =
√

π.

Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè �ðàçó "ξ èìååò íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a, σ2
" áóäåì ïèñàòü êàê

ξ ∼ N(a, σ2).
Ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ (ïðîâåðüòå), ÷òî

1) p(x) ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = a;
2) â òî÷êå x = a îíà äîñòèãàåò ìàêñèìóìà, êîòîðûé

ðàâåí

1√
2πσ

;

3) â ïðîìåæóòêå (−∞, a] îíà âîçðàñòàåò, à â ïðîìå-

æóòêå [a, +∞) óáûâàåò;
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4) òî÷êè a−σ, a+σ ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåãèáà; ïðè

ýòîì â ïðìåæóòêàõ (−∞, a−σ], [a+σ, +∞) îíà âûïóêëà
âíèç, à â ïðîìåæóòêå [a − σ, a + σ] âûïóêëà ââåðõ;

5) îñü àáñöèññ ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòîé

ïðè x → ∞ ( lim
x→+∞

p(x) = lim
x→−∞

p(x) = 0);

6) ïëîùàäü, çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó ãðà�èêîì è îñüþ

àáñöèññ, ðàâíà 1.

Îïðåäåëåíèå 10.7. �îâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-

íà ξ èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå,
åñëè ξ ∼ N(0, 1).

Ïëîòíîñòü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

(ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ0, èìåþ-

ùåé ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå) îáîçíà÷àþò

÷åðåç

ϕ(x) = pξ0(x) =
1√
2π

e−
x2

2 .

Ýòà �óíêöèÿ óæå âñòðå÷àëàñü íàì â �îðìóëèðîâêå ëî-

êàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû Ìóàâðà-Ëàïëàñà. Ôóíêöèþ

ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (�óíêöèþ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ0, èìåþùåé ñòàíäàðò-

íîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

N(x) = P{ξ0 < x} =

x∫

−∞

ϕ(t)dt.

Ýòà �óíêöèÿ è ñâÿçàííàÿ ñ íåé �óíêöèÿ Ëàïëàñà

Φ(x) = P{0 < ξ0 < x} =

x∫

0

ϕ(t)dt
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âñòðå÷àëèñü íàì ðàíåå â �îðìóëèðîâêå èíòåãðàëüíîé

ïðåäåëüíîé òåîðåìû Ìóàâðà-Ëàïëàñà. Òåîðåìû Ìóàâðà-

Ëàïëàñà �àêòè÷åñêè óòâåðæäàëè, ÷òî íîðìàëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ áèíîìèàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà

ñòðåìëåíèÿ n ê áåñêîíå÷íîñòè ïðåäåëüíûì äëÿ áèíîìè-

àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò ñëóæèòü êàê íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå, òàê è ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà.

Òàê êàê ϕ(−x) = ϕ(x), òî

Φ(−x) =

−x∫

0

ϕ(t)dt =

−x∫

0

ϕ(−t)dt = −
x∫

0

ϕ(t)dt = −Φ(x).

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ ϕ(x) � ÷åòíàÿ, à �óíêöèÿ Φ(x)
� íå÷åòíàÿ. Äàëåå, äëÿ x ≥ 0

N(x) =

x∫

−∞

ϕ(t)dt =

0∫

−∞

ϕ(t)dt +

x∫

0

ϕ(t)dt =

= 1/2

+∞∫

−∞

ϕ(t)dt + Φ(x) = 1/2 + Φ(x),

à äëÿ x < 0

N(x) =

x∫

−∞

ϕ(t)dt =

0∫

−∞

ϕ(t)dt −
0∫

x

ϕ(t)dt =

= 1/2 +

x∫

0

ϕ(t)dt = 1/2 + Φ(x).
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Èòàê, äëÿ ëþáîãî x

N(x) = 1/2 + Φ(x).

Èìååì

N(x) + N(−x) = 1/2 + Φ(x) + 1/2 + Φ(−x) = 1.

Èìåþòñÿ òàáëèöû �óíêöèé ϕ(x), Φ(t), N(x). ×àñòü

àâòîðîâ ïîëüçóåòñÿ òàáëèöàìè �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

N(x), ÷àñòü àâòîðîâ � òàáëèöàìè �óíêöèè Ëàïëàñà

Φ(x). Ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, è òó è äðóãóþ �óíêöèþ

îáîçíà÷àþò îäèíàêîâî êàê Φ(x). Ïîýòîìó ïðè èñïîëü-

çîâàíèè òåõ èëè èíûõ èñòî÷íèêîâ òàáëèö íàäî áûòü

âíèìàòåëüíûì è ñìîòðåòü íå íà îáîçíà÷åíèå, à íà ïðå-

äåëû èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ëåììà î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè.

Åñëè ξ ∼ N(a, σ2), η = Aξ+B, ãäå A 6= 0, � ëèíåéíàÿ

�óíêöèÿ îò ξ, òî η ∼ N(Aa + B, A2σ2).
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ξ ∼ N(a, σ2), òî ξ0 = ξ−a

σ ∼
N(0, 1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè A 6= 0 �óíêöèÿ

y = f(x) = Ax + B ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé äè�-

�åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé. Îáðàòíàÿ �óíêöèÿ èìååò âèä

x = f−1(y) = y−B
A , ïðè÷åì [f−1(y)]′ = 1

A . Ïî òåîðåìå

î ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè �óíêöèè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è èìååò

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

pη(y) = pξ(f
−1(y))|[f−1(y)]′| = pξ

(y − B

A

) 1

|A| =
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=
1√
2πσ

e−
(

y−B
A

−a)2

2σ2
1

|A| =
1√

2πσ|A|
e−

[y−(Aa+B)]2

2σ2A2 ,

ò.å. η ∼ N(Aa + B, A2σ2).
Åñëè, â ÷àñòíîñòè, η = ξ0 = ξ−a

σ , òî A = 1/σ, B =
−a/σ, ò.å. Aa + B = 0, A2σ2 = 1, ïîýòîìó ξ0 ∼ N(0, 1).
�

Ñëåäñòâèå 10.8. Åñëè ξ ∼ N(a, σ2), òî ýòà ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

ξ = σξ0 + a,

ãäå ξ0 ∼ N(0, 1).

Ïóñòü ξ ∼ N(a, σ2). Êàê íàéòè âåðîÿòíîñòü

P{α < ξ < β}?.

Òàê êàê ξ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, òî P{ξ = α} = 0. Ïî-
ýòîìó

P{α < ξ < β} = P{α ≤ ξ < β} = Fξ(β) − Fξ(α).

×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòîé �îðìóëîé, íàì íåîáõîäè-

ìî áû áûëî èìåòü òàáëèöû �óíêöèé íîðìàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a, σ2
. Ê

ñ÷àñòüþ, ëåììà î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ïîçâîëÿåò

îáîéòèñü áåç ýòîãî íåóäîáíîãî øàãà è ïîëüçîâàòüñÿ òàáëè-

öàìè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ñàìîì

äåëå,

P{α < ξ < β} = P{α − a < ξ − a < β − a} =

= P
{α − a

σ
<

ξ − a

σ
<

β − a

σ

}
= P

{α − a

σ
< ξ0 <

β − a

σ

}
=
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= N
(β − a

σ

)
− N

(α − a

σ

)
= Φ

(β − a

σ

)
− Φ

(α − a

σ

)
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ξ ∼ N(a, σ2), òî

P
{∣∣∣

ξ − a

σ

∣∣∣ < ε
}

= 2Φ(ε).

Ìû âèäåëè, ÷òî íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ

ïðåäåëüíûì äëÿ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîçæå

ìû îáîáùèì ýòîò ðåçóëüòàò è äîêàæåì, ÷òî íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå âûñòóïàåò ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåä-

ïîëîæåíèÿõ â êà÷åñòâå ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ

ñóìì òàê íàçûâàåìûõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ýòîò ðåçóëüòàò � öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà òåî-

ðèè âåðîÿòíîñòåé. Îí òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâûâàåò ÷àñòîå

ïîÿâëåíèå íîðìàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðàêòè-

÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ.

III. Ñèíãóëÿðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 10.9. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðî-

ñòà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), åñëè

∀ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ F (x + ε) − F (x − ε) > 0.

Îïðåäåëåíèå 10.10. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ, åå ðàñ-
ïðåäåëåíèå Pξ è �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ íàçûâàþòñÿ

ñèíãóëÿðíûìè, åñëè

1) F íåïðåðûâíà;

2) ìíîæåñòâî òî÷åê ðîñòà F èìååò ëåáåãîâó ìåðó

íîëü.
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Åñëè x íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðîñòà, òî íàéäåòñÿ ε > 0
òàêîå, ÷òî âî âñåì ïðîìåæóòêå [x − ε, x + ε] �óíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåò ïîñòîÿííà è, ñëåäîâàòåëüíî, åå

ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå x áóäåò ðàâíà íóëþ. Èòàê, åñëè

ξ ñèíãóëÿðíà, òî F (x) íåïðåðûâíà, à F ′(x) = 0 ïî-

÷òè âñþäó. Òàêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íå ìîæåò áûòü

àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé, òàê êàê òîãäà åå ïëîòíîñòü âå-

ðîÿòíîñòè p(x) = 0 ïî÷òè âñþäó, ïîýòîìó

+∞∫
−∞

p(x)dx = 0,

÷òî íåâîçìîæíî äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ.

Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî èçâåñòíûì �àêòîì èç òåîðèè íåîïðåäå-

ëåííîãî èíòåãðàëà Ëåáåãà: �óíêöèÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ

ïî ñâîåé ïðîèçâîäíîé â âèäå íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà àáñîëþòíî íåïðåðûâíà.

Ïðèìåð 1. Êàíòîðîâà ëåñòíèöà. Âîçüìåì îòðåçîê

[0, 1] è ïîñòðîèì �óíêöèþ F (x) ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì.

�èñ.4). Ïîëîæèì F (x) = 0 ïðè x < 0 è F (x) = 1 ïðè

x > 1. Îòðåçîê [0, 1] ðàçáèâàåòñÿ íà òðè ÷àñòè ðàâíîé

äëèíû [0, 1/3], (1/3, 2/3), [2/3]. Íà ñðåäèííîì èíòåðâàëå

ïîëàãàåì F (x) = 1/2. Îñòàâøèåñÿ äâà îòðåçêà ñíîâà ðàç-

áèâàþòñÿ íà òðè ÷àñòè ðàâíîé äëèíû êàæäûé, è íà ñðå-

äèííûõ èíòåðâàëàõ F (x) ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé ñîîòâåòñòâåí-
íî 1/4 è 3/4. Êàæäûé èç îñòàâøèõñÿ ïðîìåæóòêîâ ñíîâà

äåëèòñÿ íà òðè ÷àñòè ðàâíîé äëèíû è íà ñðåäíèõ èíòåðâà-

ëàõ F (x) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîñòîÿííàÿ, ðàâíàÿ ñðåäíåìó

àðè�ìåòè÷åñêîìó ìåæäó ñîñåäíèìè, óæå îïðåäåëåííûìè

çíà÷åíèÿìè F (x), è ò.ä.

Òàêèì îáðàçîì, F îïðåäåëåíà âî âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà

[0, 1] çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê êàíòîðîâà ñîâåðøåííîãî ìíî-

æåñòâà K. Ýòî ìíîæåñòâî, êàê ìû ïîìíèì, îäíîâðåìåííî

è "áîëüøîå" è "ìàëåíüêîå", òàê êàê èìååò ìîùíîñòü êîí-
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òèíóóìà è ëåáåãîâó ìåðó íîëü. Êàæäàÿ òî÷êà K ÿâëÿåòñÿ

1/4

1/2

3/4

1/3 2/32/9 8/91/9 7/9

1

1 x0

F(x)

�èñ.4

ïðåäåëüíîé äëÿ òî÷åê K = [0, 1]\K. Ïîýòîìó â òî÷êàõ K
ìû ìîæåì äîîïðåäåëèòü F (x) ïî íåïðåðûâíîñòè. Èòàê,

F (x) íåïðåðûâíà. Î÷åâèäíî, ïîñòðîåííàÿ �óíêöèÿ F íå

óáûâàåò, íåïðåðûâíà, F (−∞) = 0, F (+∞) + 1, ò.å. ÿâëÿ-
åòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû. Ïóñòü N � ìíîæåñòâî òî÷åê ðîñòà F , î÷åâèäíî,
N ⊂ K, îòêóäà K ⊂ N = [0, 1] \ N , ñëåäîâàòåëüíî,

µ(N) ≥ µ(K) =
1

3
+

2

9
+

4

27
+ . . . =

1/3

1 − 2/3
= 1,
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ãäå µ � ìåðà Ëåáåãà. Ïîýòîìó µ(N) = 1, îòêóäà µ(N) =
0. Èòàê, F � íåïðåðûâíà, à ìíîæåñòâî åå òî÷åê ðîñòà

èìååò ìåðó íîëü. Êðîìå òîãî, ýòà �óíêöèÿ íå óáûâàåò,

F (−∞) = 0, F (+∞) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, F � �óíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, è îíà ñèí-

ãóëÿðíà.

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà èçâåñòíóþ òåîðåìó

Ëåáåãà.

Òåîðåìà Ëåáåãà. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ëþáîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

F (x) = p1F1(x) + p2F2(x) + p3F3(x),

ãäå p1, p2, p3 ≥ 0, p1 + p2 + p3 = 1 , à F1 � äèñêðåòíàÿ

�óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, F2 � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ

�óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, F3 � ñèíãóëÿðíàÿ �óíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå ëþáîé ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû ëèáî ïðèíàäëåæèò ê "÷èñòîìó" òèïó (ÿâëÿåò-

ñÿ äèñêðåòíûì, àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì èëè ñèíãóëÿð-

íûì), ëèáî ÿâëÿåòñÿ âçâåøåííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

ýòèõ òðåõ òèïîâ. Îòìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå ñèíãóëÿðíàÿ

ñîñòàâëÿþùàÿ, êàê ïðàâèëî îòñóòñòâóåò. Ïîýòîìó ïðè-

êëàäíèêàì íåò äàæå íåîáõîäèìîñòè çíàòü ÷òî-ëèáî î ñèí-

ãóëÿðíîì òèïå. Îíè ñòàëêèâàþòñÿ ñ äèñêðåòíûìè, àáñî-

ëþòíî íåïðåðûâíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè è íåìíîãî ðåæå

ñî ñìåñÿìè äèñêðåòíûõ è àáñîëþòíî-íåïðåðûâíûõ ðàñ-

ïðåäåëåíèé. À â ó÷åáíèêàõ äëÿ íå ìàòåìàòèêîâ, êàê ïðà-

âèëî, ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî äèñêðåòíûå è àáñîëþòíî

íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è äàæå íå ðàññìàòðè-

âàþòñÿ ñìåñè èõ ðàñïðåäåëåíèé.
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ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

� 11. Ñëó÷àéíûé âåêòîð. Ñîâìåñòíîå

ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Âî ìíîãèõ âîïðîñàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé âîçíèêàåò íåîá-

õîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ íåñêîëüêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

êîòîðûå ìîãóò òàê èëè èíà÷å âëèÿòü äðóã íà äðóãà. Â

òàêîì ñëó÷àå çíàíèÿ çàêîíîâ èõ ðàñïðåäåëåíèÿ, âîîáùå

ãîâîðÿ, íåäîñòàòî÷íî äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæ-

äó íèìè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çàäàòü òàê íàçûâàåìûé

çàêîí ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷òî óäîáíåå âñåãî ñäå-

ëàòü ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà.

Ïóñòü ξ1 = ξ1(ω), ξ2 = ξ2(ω), . . . , ξn = ξn(ω) �

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îïðåäåëåííûå íà îäíîì è òîì æå

âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω, F , P ).

Îïðåäåëåíèå 11.1. Îòîáðàæåíèå ξ : Ω → Rn
,

ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ω ∈ Ω n-ìåðíûé
âåêòîð ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) èç Rn

íàçûâàåòñÿ

(n-ìåðíûì) ñëó÷àéíûì âåêòîðîì èëè (n-ìåðíîé)
ñëó÷àéíîé òî÷êîé.

Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè ìû ÷àñòî áóäåì îáîçíà-

÷àòü ñëó÷àéíûé âåêòîð êàê ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn).
�àññìîòðèì n-ìåðíûå ïàðàëëåëåïèïåäû âèäà

[a1, b1)× [a2, b2)× . . .× [an, bn), ãäå ïðèíÿòà òà æå îãîâîð-
êà, êîòîðàÿ ïðèìåíÿëàñü íàìè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ÷òî

[−∞, b) è [−∞, +∞) îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî èíòåð-

âàëû (−∞, b) è (−∞, +∞). Ïóñòü àëãåáðà A ñîñòîèò èç

âñåõ êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ

ïàðàëëåëåïèïåäîâ óêàçàííîãî âèäà. Êàê è â îäíîìåðíîì

ñëó÷àå, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî Bn = B(Rn) = σ(A), ò.å., ÷òî
σ-àëãåáðà n-ìåðíûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ñîâïàäàåò
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ñ íàèìåíüøåé σ-àëãåáðîé, ñîäåðæàùåé àëãåáðó A. Ñ

ïîìîùüþ ýòîãî �àêòà ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèå

11.1 ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó.

Îïðåäåëåíèå 11.2. Îòîáðàæåíèå ξ : Ω → Rn
íàçû-

âàåòñÿ ñëó÷àéíûì âåêòîðîì, åñëè îíî èçìåðèìî îòíî-

ñèòåëüíî σ-àëãåáðû F , ò.å.

∀B ∈ Bn
âûïîëíÿåòñÿ ξ−1(B) ∈ F .

Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ 11.2 ñëåäóåò îïðåäå-

ëåíèå 11.1. Âåäü ìíîæåñòâî âèäà B = R × R × . . . × R ×
(−∞, xi) × R × . . . × R ∈ Bn

, ñëåäîâàòåëüíî,

ξ−1(B) = {ω : ξ1(ω) ∈ R, . . . , ξi−1(ω) ∈ R, ξi(ω) < xi,

ξi+1(ω) ∈ R, . . . , ξn(ω) ∈ R} =

= {ω : ξi(ω) < xi} ∈ F ,

Ïîýòîìó êàæäàÿ ξi (i = 1, 2, . . . , n) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-

íà.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ 11.1 ñëåäóåò

îïðåäåëåíèå 11.2. �àññìîòðèì ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ

M = {B ∈ R
n : ξ−1(B) ∈ F},

êîòîðîå, êàê íåòðóäíî âèäåòü, îáðàçóåò σ-àëãåáðó.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî M � σ-àëãåáðà.

Ïîñêîëüêó

ξ−1((−∞, x1) × . . . × (−∞, xn)) =
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= {ω : ξ1(ω) < x1, . . . , ξn(ω) < xn} =

=

n⋂

i=1

{ω : ξi(ω) < xi} ∈ F ,

âñå ïàðàëëåëåïèïåäû âèäà [a1, b1)× [a2, b2)× . . .× [an, bn)
âûðàæàþòñÿ ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé ÷åðåç ìíîæåñòâà âèäà

(−∞, x1) × . . . × (−∞, xn), à îïåðàöèÿ âçÿòèÿ ïðîîá-

ðàçà ñîõðàíÿåò âñå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè,

òî âñå âûøåóêàçàííûå ïàðàëëåëåïèïåäû ïðèíàäëåæàò

σ-àëãåáðå M. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî A ⊂ M. Òàê êàê M �

σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ A, òî îíà ñîäåðæèò íàèìåíüøóþ
σ-àëãåáðó, ñîäåðæàùóþ A, ò.å. Bn

. Èòàê, Bn ⊂ M. Ïî

îïðåäåëåíèþ M ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∀B ∈ Bn
âûïîëíÿ-

åòñÿ ξ−1(B) ∈ F , ò.å. èìååò ìåñòî îïðåäåëåíèå 11.1.

�

Îïðåäåëåíèå 11.3. Âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, îïðåäåëåí-

íàÿ íà σ-àëãåáðå n-ìåðíûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Bn
ñ

ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

Pξ(B) = Pξ1,ξ2,... ,ξn
(B) =

= P{ω : ξ(ω) ∈ B} = P{ξ ∈ B} = P (ξ−1(B)),

íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ
èëè ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn. Ôóíêöèÿ F = Fξ = Fξ1,ξ2,... ,ξn
: Rn → R

âèäà

F (x) = Fξ(x) = Fξ1,ξ2,... ,ξn
(x1, x2, . . . , xn) =

= P{ω : ξ(ω) < x} =
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= P{ω : ξ1(ω) < x1, ξ2(ω) < x2, . . . , ξn(ω) < xn} =

= P{ξ1 < x1, ξ2 < x2, . . . , ξn < xn}
íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî

âåêòîðà ξ èëè �óíêöèåé ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ (ñîâìåñòíîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ)

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn.

Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, òàê êàê ìíîæåñòâà,

ñòîÿùèå ïîä çíàêîì âåðîÿòíîñòè, ÿâëÿþòñÿ ñîáûòèÿìè

(ò.å. ïðèíàäëåæàò F). Òî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ

âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé, äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è

äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå ýòî.

Ñâîéñòâà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

1. 0 ≤ F (x) ≤ 1.

2. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíà ñëåâà ïî êàæ-

äîé ïåðåìåííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñõîäíîãî

ñâîéñòâà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå ñâîéñòâî 2.

3. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

ñîãëàñîâàííîñòè:

à) åñëè i1, i2, . . . , in � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà ýëå-

ìåíòîâ ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n}, òî

Fξi1
,ξi2

,... ,ξin
(xi1 , xi2 , . . . , xin) = Fξ1,ξ2,... ,ξn

(x1, x2, . . . , xn);
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á) äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

lim
xi→−∞

Fξ1,... ,ξn
(x1, . . . , xn) = 0;

lim
xi→+∞

Fξ1,... ,ξn
(x1, . . . , xn) =

= Fξ1,... ,ξi−1,ξi+1,ξi+2,... ,ξn
(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn).

Ñâîéñòâî à) î÷åâèäíî è âûðàæàåò êîììóòàòèâíîñòü

îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ. Ñâîéñòâî á) äîêàçûâà-

åòñÿ ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè

òî÷íî òàê æå, êàê ñâîéñòâî �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû F (−∞) = 0, F (+∞) = 1.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå ñâîéñòâî 3.

Âïðî÷åì, åñëè ïåðâîå ñâîéñòâî á) äîêàçàíî, òî âòîðîå

ñâîéñòâî á) ìîæíî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ àêñèîìû ñ÷åòíîé

àääèòèâíîñòè:

Fξ1,... ,ξi−1,ξi+1,ξi+2,... ,ξn
(x1, . . . , xi−1, xi+1, xi+2, . . . , xn) =

= P{ξ1 < x1, . . . , ξi−1 < xi−1, ξi+1 < xi+1, ξi+2 < xi+2, . . . ,

ξn < xn} = P{ξ1 < x1, . . . , ξi−1 < xi−1,−∞ < ξi < +∞,

ξi+1 < xi+1, . . . , ξn < xn} = P{ξ1 < x1, . . . , ξi−1 < xi−1,

+∞∑

k=−∞
{k ≤ ξi < k + 1}, ξi+1 < xi+1, . . . , ξn < xn} =

= Fξ1,... ,ξn
(x1, . . . , xi−1,+∞, xi+1, . . . , xn).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ ñóììû

ðÿäà.
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Ñëåäñòâèå 11.4.

F (+∞, . . . ,+∞) =

= lim
x1→+∞

lim
x2→+∞

. . . lim
xn→+∞

F (x1, . . . , xn) = 1.

4. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà íå

óáûâàåò ïî êàæäîé ïåðåìåííîé.

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê åñëè xi < yi, òî

{ω : ξ1(ω) < x1, . . . , ξi−1(ω) < xi−1, ξi(ω) < xi,

ξi+1(ω) < xi+1, . . . , ξn(ω) < xn} ⊂
⊂ {ω : ξ1(ω) < x1, . . . , ξi−1(ω) < xi−1, ξi(ω) < yi,

ξi+1(ω) < xi+1, . . . , ξn(ω) < xn},
è âåðîÿòíîñòü ïåðâîãî ñîáûòèÿ íå ïðåâîñõîäèò âåðîÿòíî-

ñòè âòîðîãî, ò.å.

F (x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn) ≤

≤ F (x1, . . . , xi−1, yi, xi+1, . . . , xn).

Îêàçûâàåòñÿ, ýòî ñâîéñòâî ìîæåò áûòü óñèëåíî ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì äâóìåðíûé ñëó-

÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2). Ïóñòü Π = [a1, b1) × [a2, b2)
� ïðÿìîóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ

â íåãî äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé òî÷êè ξ ðàâíà

P{ξ ∈ Π} = P{a1 ≤ ξ1 < b1, a2 ≤ ξ2 < b2} =

= P{a1 ≤ ξ1 < b1, ξ2 < b2} − P{a1 ≤ ξ1 < b1, ξ2 < a2} =

= F (b1, b2) − F (a1, b2) − [F (b1, a2) − F (a1, a2)] =

192



� 11. Ñëó÷àéíûé âåêòîð. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

= F (b1, b2) − F (a1, b2) − F (b1, a2) + F (a1, a2).

Äëÿ �óíêöèè äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ f ââåäåì

ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû ∆a1,b1 è ∆a2,b2 ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

∆a1,b1f(x1, x2) = f(b1, x2) − f(a1, x2),

∆a2,b2f(x1, x2) = f(x1, b2) − f(x1, a2).

Ñ èõ ïîìîùüþ âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ïðÿìîóãîëüíèê

äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé òî÷êè çàïèøåòñÿ â âèäå

P{ξ ∈ Π} = ∆a1,b1∆a2,b2F (x1, x2).

Òàê êàê âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ïðÿìîóãîëüíèê íåîòðè-

öàòåëüíà, òî äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ æåëàåìîå ñâîéñòâî

ïðèíèìàåò �îðìó

∆a1,b1∆a2,b2F (x1, x2) ≥ 0

äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, b1, b2 òàêèõ, ÷òî

a1 ≤ b1, a2 ≤ b2.

Âîçâðàùàÿñü ê n-ìåðíîìó âåêòîðó, äëÿ �óíêöèè n ïå-

ðåìåííûõ f ïðè i = 1, 2, . . . , n ââåäåì ðàçíîñòíûå îïåðà-

òîðû ∆ai,bi
äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ai ≤ bi êàê

∆ai,bi
f(x1, x2, . . . , xn) = f(x1, . . . , xi−1, bi, xi+1, . . . , xn)−

−f(x1, . . . , xi−1, ai, xi+1, . . . , xn).

Ïðîñòîé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäà-

íèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà â ïàðàëëåëåïèïåä Π = [a1, b1) ×
[a2, b2) × . . . [an, bn) ðàâíà

P{ξ ∈ Π} = ∆a1,b1∆a2,b2 . . . ∆an,bn
F (x1, x2, . . . , xn).

(11.1)
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Ïîñêîëüêó ýòà âåðîÿòíîñòü íåîòðèöàòåëüíà, òî ïîëó÷à-

åòñÿ ñâîéñòâî

5. Äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn òàêèõ, ÷òî a1 ≤ b1, a2 ≤
b2, . . . , an ≤ bn

∆a1,b1∆a2,b2 . . . ∆an,bn
F (x1, x2, . . . , xn) ≥ 0. (11.2)

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå �îðìóëó (11.1).

Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

ñ çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì.

Ïóñòü F : Rn → R � �óíêöèÿ n ïåðåìåííûõ, óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ ñâîéñòâàì:

1) F � òîòàëüíî âîçðàñòàþùàÿ â øèðîêîì ñìû-

ñëå �óíêöèÿ, ò.å. äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn òàêèõ, ÷òî a1 ≤ b1, a2 ≤
b2, . . . , an ≤ bn

∆a1,b1∆a2,b2 . . . ∆an,bn
F (x1, x2, . . . , xn) ≥ 0;

2) äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n

lim
xi→−∞

Fξ1,... ,ξn
(x1, . . . , xn) = 0;

F (+∞, . . . ,+∞) =

= lim
x1→+∞

lim
x2→+∞

. . . lim
xn→+∞

F (x1, . . . , xn) = 1;

3) F íåïðåðûâíà ñëåâà ïî êàæäîé ïåðåìåííîé.
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Òîãäà ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

(Ω, F , P ) è n-ìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ, îïðåäåëåí-
íûé íà íåì, òàêîé, ÷òî åãî �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâ-

ïàäàåò ñ çàäàííîé �óíêöèåé F :

Fξ(x) = F (x), x ∈ R
n.

Ïðèìåì ýòó òåîðåìó áåç äîêàçàòåëüñòâà.

�àñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà îäíîçíà÷íî îïðå-

äåëÿåò åãî �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî �îðìóëå

Fξ1,ξ2,...ξn
(x1, x2, . . . , xn) = P (ξ ∈ I),

ãäå I = (−∞, x1) × (−∞, x2) × . . . (−∞, xn). Êàê è äëÿ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, äëÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ìîæåò áûòü

äîêàçàíî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

ñëó÷àéíîãî âåêòîðà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò åãî ðàñïðå-

äåëåíèå. Èòàê, ðàñïðåäåëåíèå è �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

ñëó÷àéíîãî âåêòîðà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò äðóã äðóãà.

Îïðåäåëåíèå 11.5. Ëþáàÿ �óíêöèÿ, îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå (�óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ),

íàçûâàåòñÿ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåê-

òîðà.

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿåò íàõîäèòü âåðîÿò-

íîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà â ëþáîå n-ìåðíîå
áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

ñëó÷àéíîãî âåêòîðà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò åãî ðàñïðå-

äåëåíèå.
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Îïðåäåëåíèå 11.6. Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ, åãî ðàñ-

ïðåäåëåíèå Pξ è �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ íàçûâàþòñÿ

äèñêðåòíûìè, åñëè ìåðà Pξ ñîñðåäîòî÷åíà â êîíå÷íîì

èëè ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê.

Êàê è äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, äëÿ ñëó÷àéíûõ âåêòî-

ðîâ ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé ìîæíî ïðèéòè

ê ýêâèâàëåíòíîìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 11.7. Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ, åãî ðàñ-

ïðåäåëåíèå Pξ è �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ íàçûâàþòñÿ

äèñêðåòíûìè, åñëè ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé

ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî.

Î÷åâèäíî, êîîðäèíàòû ñëó÷àéíîãî äèñêðåòíîãî âåê-

òîðà ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

óäîáíî çàäàâàòü â âèäå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó âîçìîæíûìè

çíà÷åíèÿìè åãî êîîðäèíàò x1, x2, . . . , xn è ñîâìåñòíûìè

âåðîÿòíîñòÿìè ýòèõ çíà÷åíèé P{ξ1 = x1, ξ2 = x2, . . . ξn =
xn}. Ýòî � çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ, òàê êàê äëÿ ëþáîãî n-
ìåðíîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B

P{ξ ∈ B} =
∑

(x1,x2,... ,xn)∈B

P{ξ1 = x1, ξ2 = x2, . . . ξn = xn}.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì äâóìåðíûé äèñêðåò-

íûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2). Ïóñòü x1, x2, . . . � âîç-

ìîæíûå çíà÷åíèÿ ïåðâîé åãî êîîðäèíàòû ξ1, y1, y2, . . .
� âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ âòîðîé êîîðäèíàòû ξ2. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç pij = P{ξ1 = xi, ξ2 = yj} � âåðîÿòíîñòè

âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà.
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Îïðåäåëåíèå 11.8. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó çíà÷åíèÿ-

ìè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà è èõ âåðîÿòíîñòÿìè, çàäàííîå ñ

ïîìîùüþ òàáëèöû

1x
2x

2x

1x

3x

.... .... .... .... ....

....

....

....

....3y2y1y

11p 12p 13p

21p 22p 23p

31p 32p 33p

,

íàçûâàåòñÿ ðÿäîì èëè ìàòðèöåé ðàñïðåäåëåíèÿ

äâóìåðíîãî äèñêðåòíîãî âåêòîðà.

Ïîñêîëüêó

{ξ1 = xi} =
∑

j

{ξ1 = xi ξ2 = yj},

òî

pi. = P{ξ1 = xi} =
∑

j

pij. (11.3)

Àíàëîãè÷íî,

p.j = P{ξ2 = yj} =
∑

i

pij. (11.4)
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Î÷åâèäíî, ÷òî

∑

i, j

pij =
∑

i

pi. = 1.

Ñ ïîìîùüþ (11.3) è (11.4) ïî ðÿäó ðàñïðåäåëåíèÿ äâó-

ìåðíîãî âåêòîðà îïðåäåëÿþòñÿ ðÿäû ðàñïðåäåëåíèé åãî

êîîðäèíàò. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî óäîáíî ó÷åñòü â ìàòðèöå

ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà, ñóììèðóÿ âåðîÿòíîñòè â åå

ñòðîêàõ, à çàòåì â ñòîëáöàõ, è äîáàâëÿÿ ïîëó÷åííûé

ñòîëáåö è ñòðîêó ê ýòîé ìàòðèöå. �àñøèðåííàÿ ìàòðèöà

ñîäåðæèò êàê èí�îðìàöèþ î ðàñïðåäåëåíèè âåêòîðà, òàê

è èí�îðìàöèþ î ðàñïðåäåëåíèè åãî êîîðäèíàò:

1x
2x

2x

1x

3x

.... .... .... .... .... ....

....

....

....

....

....3y2y1y

11p 12p 13p .1p

21p 22p 23p .2p

31p 32p 33p .3p

1.p 2.p 3.p

Îïðåäåëåíèå 11.9. Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ, åãî ðàñ-

ïðåäåëåíèå Pξ è �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ íàçûâàþòñÿ
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àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò íåîòðè-

öàòåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ �óíêöèÿ

p(x) = pξ(x) = p(x1, x2, . . . , xn) = pξ1,ξ2,... ,ξn
(x1, x2, . . . , xn)

òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n-ìåðíîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà
B

Pξ(B) = P{ξ ∈ B} =

=

∫
· · ·

∫

B

p(x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 . . . dxn. (11.5)

Ïðè ýòîì �óíêöèÿ p(x), îïðåäåëåííàÿ ñ ïîìîùüþ (11.5) ñ

òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå n-ìåðíîé ëåáåãîâîé
ìåðû íîëü, íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòåé, ëèáî ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè ñëó-

÷àéíîãî âåêòîðà ξ, ëèáî ïëîòíîñòüþ ñîâìåñòíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:

1) pξ(x) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn
;

2)

∫
. . .

∫
Rn

pξ(x)dx1dx2 . . . dxn = 1.

Ñâîéñòâî 2) ñëåäóåò èç (11.5), åñëè ïîëîæèòü B = Rn
.

Áåðÿ â (11.2), â ÷àñòíîñòè, B = (−∞, x1) × (−∞, x2) ×
. . . (−∞, xn), ïîëó÷èì:

Fξ1,ξ2,... ,ξn
(x1, x2, . . . , xn) =

=

x1∫

−∞

x2∫

−∞

. . .

xn∫

−∞

pξ1,ξ2,... ,ξn
(t1, t2, . . . , tn)dtn . . . dt2dt1.

(11.6)
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Èç (11.5) èëè èç (11.6) ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíî

íåïðåðûâíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà. Êðîìå òîãî, èç (11.6)

ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî

x1, x2, . . . , xn âûòåêàåò, ÷òî ïî÷òè âñþäó (îòíîñèòåëüíî

n-ìåðíîé ìåðû Ëåáåãà)

p(x1, x2, . . . , xn) =
∂nF (x1, x2, . . . , xn)

∂x1∂x2 . . . ∂xn
.

Ìîæåò áûòü äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñ çàäàííîé ïëîòíîñòüþ

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Ïóñòü �óíêöèÿ p : Rn → R îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

1), 2). Òîãäà ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

(Ω,F , P ) è àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð

ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), îïðåäåëåííûé íà íåì òàêîé, ÷òî åãî

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîâïàäàåò ñ çà-

äàííîé �óíêöèåé:

pξ1,ξ2,... ,ξn
(x1, x2, . . . , xn) = p(x1, x2, . . . , xn).

Åñëè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíà, òî, ïðè-

ìåíÿÿ òåîðåìó î ñðåäíåì äëÿ èíòåãðàëà (11.5) ñ B =
[x1, x1 + ∆x1) × [x2, x2 + ∆x2) × . . . × [xn, xn + ∆xn), ïî-
ëó÷èì ñ òî÷íîñòüþ äî áåñêîíå÷íî ìàëûõ áîëåå âûñîêîãî

ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì ∆x1∆x2 . . . ∆xn, ÷òî

P{x1 ≤ ξ1 < x1 + ∆x1, x2 ≤ ξ2 < x2 + ∆x2, . . . xn ≤ ξn <

< xn + ∆xn} = p(x1, x2, . . . , xn)∆x1∆x2 . . . ∆xn.
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Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2) � äâóìåðíûé àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íûé ñëó÷àéíûé âåêòîð. Ïîñêîëüêó

P{ξ1 ∈ B} = P{ξ1 ∈ B, ξ2 ∈ R} = P{ξ ∈ B × R} =

=

∫∫

B×R

pξ1,ξ2(x1, x2)dx1dx2 =

∫

B

[ ∫

R

pξ1,ξ2(x1, x2)dx2

]
dx1,

òî ïî îïðåäåëåíèþ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ξ1 àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è èìå-

åò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

pξ1(x1) =

+∞∫

−∞

pξ1,ξ2(x1, x2)dx2.

Àíàëîãè÷íî, âòîðàÿ êîîðäèíàòà àáñîëþòíî íåïðåðûâíî-

ãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-

ÿòíîñòåé

pξ2(x2) =

+∞∫

−∞

pξ1,ξ2(x1, x2)dx1.

Ïîñëåäíèå äâå �îðìóëû ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûì àíà-

ëîãîì �îðìóë (11.3) è (11.4).

Îòìåòèì, ÷òî ïî èíäóêöèè îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþ-

áàÿ ïîäãðóïïà êîîðäèíàò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî âåê-

òîðà îáðàçóåò àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé âåêòîð, ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðè-

ðîâàíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ξ ïî ïîäïðî-

ñòðàíñòâó ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âûáðîøåííûì

êîîðäèíàòàì ñëó÷àéíîãî âåêòîðà. Íàïðèìåð, äëÿ n < m

pξ1,... ,ξm
(x1, . . . , xm) =

∫
· · ·

∫

Rn−m

pξ(x)dxm+1dxm+2 . . . dxn.
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� 12. Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Î÷åíü âàæíîå çíà÷åíèå â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðèäàåòñÿ

ïîíÿòèþ íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Îïðåäåëåíèå 12.1. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ1, ξ2, . . . , ξn íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè

äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ x1, x2, . . . , xn

Fξ1,ξ2,... ,ξn
(x1, x2, . . . , xn) =

= Fξ1(x1)Fξ2(x2) . . . Fξn
(xn). (12.1)

Ïîëîæèì â (12.1) xn = k, ãäå k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Òîãäà

Fξ1,ξ2,... ,ξn
(x1, x2, . . . , xn−1, k) = Fξ1(x1)Fξ2(x2) . . .

. . . Fξn−1(xn−1)Fξn
(k). (12.2)

�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé âèäà Ak = {ω :
ξ1(ω) < x1, ξ2(ω) < x2, . . . , ξn−1(ω) < xn−1, ξn(ω) < k}.
Î÷åâèäíî, Ak ⊂ Ak+1 è

⋂
k

Ak = A = {ω : ξ1(ω) <

x1, ξ2(ω) < x2, . . . , ξn−1(ω) < xn−1}, ò.å. Ak ↑
A. Ïî ñâîéñòâó íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè P (Ak) →
P (A). Ïîýòîìó ëåâàÿ ÷àñòü (12.2) ñõîäèòñÿ ê P (A) =
Fξ1,ξ2,... ,ξn−1(x1, x2, . . . , xn−1). Ïî ñâîéñòâó �óíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ Fξn
(k) → 1 ïðè k → ∞. Ïåðåõîäÿ â (12.2) ê

ïðåäåëó, ïîëó÷èì:

Fξ1,ξ2,... ,ξn−1(x1, x2, . . . , xn−1) =

= Fξ1(x1)Fξ2(x2) . . . Fξn−1(xn−1).
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn−1

íåçàâèñèìû. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò

Ñâîéñòâî 1. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn

íåçàâèñèìû, òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà íå ìåíåå äâóõ

èíäåêñîâ 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξi1 , ξi2, . . . , ξik íåçàâèñèìû.

Â ýòîì ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå îò íåçàâèñèìîñòè

n ñîáûòèé, ïðè îïðåäåëåíèè êîòîðîé êðîìå ðàâåíñòâà

P (A1A2 . . . An) = P (A1)P (A2) . . . P (An) òðåáîâàëèñü àíà-
ëîãè÷íûå ðàâåíñòâà äëÿ ëþáûõ ïîäãðóïï ñîáûòèé. Çäåñü

æå ðàâåíñòâà äëÿ ïîäãðóïï àâòîìàòè÷åñêè âûòåêàþò èç

îäíîãî ýòîãî ðàâåíñòâà.

Íàøå îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ x1, x2, . . . , xn

ñîáûòèÿ {ξ1 < x1}, {ξ2 < x2}, {ξn < xn} íåçàâèñèìû.
Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà êàê �óíêöèÿ îò ω ∈ Ω

ïîñòîÿííà, ò.å. ξ(ω) ≡ C, òî ìû áóäåì íàçûâàòü åå

íåñëó÷àéíîé èëè ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé.

Ñâîéñòâî 2. Ëþáàÿ ñëó÷àéíàÿ è íåñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-

íû íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ξ = ξ(ω) � ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà, η(ω) ≡ C � íåñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Î÷åâèäíî,

FC(y) = P{ω : C < y} =

{
P (∅) = 0, åñëè y ≤ C,

P (Ω) = 1, åñëè y > C.

Ïîýòîìó ñîâìåñòíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ è C ðàâíà

Fξ, C(x, y) = P{ξ < x, C < y} =
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=

{
P{{ξ < x} ∩ ∅} = 0, åñëè y ≤ C,

P{{ξ < x} ∩ Ω} = P{ξ < x}, åñëè y > C
=

= P{ξ < x}
{

0, åñëè y ≤ C,

1, åñëè y > C
= Fξ(x)FC (y).

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 12.1 ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ξ è C
íåçàâèñèìû.

�

Íàøå îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìîñòè îçíà÷àåò, ÷òî

P{ω : ξ1(ω) ∈ B1, ξ2(ω) ∈ B2, . . . , ξn(ω) ∈ Bn} =

= P{ω : ξ1(ω) ∈ B1}P{ω : ξ2(ω) ∈ B2} . . .

. . . P{ω : ξn(ω) ∈ Bn} (12.3)

äëÿ ëþáûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ âèäà B1 =
(−∞, x1), B2 = (−∞, x2), Bn = (−∞, xn). Îêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî êîíêðåòíûé âèä áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â

îïðåäåëåíèè 12.1 ìîæíî íå ó÷èòûâàòü, à èìåííî, èìååò

ìåñòî ñëåäóþùèé

Êðèòåðèé íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn áû-

ëè íåçàâèñèìûìè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ

ëþáûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ B1, B2, . . . , Bn âûïîëíÿ-

ëîñü (12.3).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íîñòü. Èç (12.3)

ñëåäóåò (12.1), åñëè â (12.3) âçÿòü B1 = (−∞, x1), B2 =
(−∞, x2), . . . Bn = (−∞, xn).

Íåîáõîäèìîñòü. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

n = 2. Îáùèé ñëó÷àé ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè-

÷åñêîé èíäóêöèè ïî n. Ïóñòü âûïîëíåíî (12.1):

Fξ1,ξ2(x1, x2) = Fξ1(x1)Fξ2(x2). (12.4)
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Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ áîðåëåâñêèõ ìíî-

æåñòâ B1, B2

P{ξ1 ∈ B1, ξ2 ∈ B2} = P{ξ1 ∈ B1}P{ξ2 ∈ B2} (12.5)

Î÷åâèäíî,

P{a1 ≤ ξ1 < b1, a2 ≤ ξ2 < b2} = Fξ1, ξ2(b1, b2)−

−Fξ1, ξ2(a1, b2) − Fξ1, ξ2(b1, a2) + Fξ1, ξ2(a1, a2) =

= Fξ1(b1)Fξ2(b2) − Fξ1(a1)Fξ2(b2) − Fξ1(b1)Fξ2(a2)+

+Fξ1(a1)Fξ2(a2) = [Fξ1(b1) − Fξ1(a1)]Fξ2(b2)−
−[Fξ1(b1) − Fξ1(a1)]Fξ2(a2) = [Fξ1(b1) − Fξ1(a1)]·

·[Fξ2(b2) − Fξ2(a2)] = P{a1 ≤ ξ1 < b1}P{a2 ≤ ξ2 < b2}.
Èòàê, (12.5) äîêàçàíî äëÿ ëþáûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ

âèäà B1 = [a1, b1), B2 = [a2, b2). Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî

(12.5) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ B1

âèäà B1 = [a1, b1) è ëþáûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ B2.

Ïðè �èêñèðîâàííîì B1 = [a1, b1) êàê �óíêöèè ìíîæå-

ñòâà B2 îáå ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ ìåðàìè íà σ-àëãåáðå áîðåëåâ-
ñêèõ ìíîæåñòâ B. Ïî äîêàçàííîìó ýòè ìåðû ñîâïàäàþò

íà ïîëóèíòåðâàëàõ [a2, b2). Äëÿ ëþáîãî A =
n∑

i=1
[ai, bi)

èç àëãåáðû A ïðîèçâîëüíàÿ ìåðà µ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè

çíà÷åíèÿìè íà ïîëóèíòåðâàëàõ [ai, bi) ñ ïîìîùüþ �îð-

ìóëû

µ(A) =

n∑

i=1

µ([ai, bi)).

Ïîýòîìó ìåðû, ñòîÿùèå â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ (12.5),

ñîâïàäàþò íà àëãåáðå A. Ïî òåîðåìå î ïðîäîëæåíèè ìåðû
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îíè ñîâïàäóò íà σ(A) = B, ò.å. íà σ-àëãåáðå áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ. Òåì ñàìûì (12.5) äîêàçàíî äëÿ âñåõ B1 âèäà

B1 = [a1, b1) è ëþáûõ áîðåëåâñêèõ B2.

Òåïåðü �èêñèðóåì B2 ∈ B. Êàê �óíêöèè ìíîæå-

ñòâà B1 îáå ÷àñòè (12.5) ÿâëÿþòñÿ ìåðàìè íà B, ïðè÷åì
óæå äîêàçàíî, ÷òî îíè ñîâïàäàþò íà ìíîæåñòâàõ âèäà

B1 = [a1, b1). Ïîýòîìó îíè ñîâïàäàþò íà àëãåáðå A. Ïî
òåîðåìå î ïðîäîëæåíèè ìåðû îíè ñîâïàäóò è íà B = σ(A).
Çíà÷èò, (12.5) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáûõ áîðåëåâñêèõ

ìíîæåñòâ B1 è B2.

�

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

íà ïðàêòèêå ïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèì ïðèíöèïîì: åñëè

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íå ñâÿçàíû ïðè÷èííî, òî îíè íåçà-

âèñèìû. Ýòîò ïðèíöèï ïîäòâåðæäàåòñÿ ìíîãîëåòíèì

óñïåøíûì ïðèìåíåíèåì è íè ðàçó íå ïðèâîäèë ê ïðîòè-

âîðå÷èÿì. Íî îí íå ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì, òàê êàê

ìû íå ìîæåì äàòü �îðìàëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïðå-

äåëåíèÿ ïðè÷èííîé íåñâÿçàííîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Íà ñàìîì äåëå îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí çíà÷èòåëüíî øèðå èõ ïðè÷èííîé íåñâÿçàííîñòè,

÷òî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðå-

äåëåíà íà îòðåçêå [0, 1], òî â åå ðàçëîæåíèè â äâîè÷íóþ

äðîáü

ξ =
ξ1

2
+

ξ2

22
+

ξ3

23
+ . . .

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn íåçàâèñèìû ïðè

ëþáîì íàòóðàëüíîì n. Íî ýòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ïðè÷èííî ñâÿçàíû ïî ñâîåìó ïðîèñõîæäåíèþ.
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Åñëè ξ1, ξ2, . . . , ξn ïðè÷èííî íå ñâÿçàíû, òî

ïðèìåíåíèå óêàçàííîãî ïðèíöèïà âåäåò ê òîìó, ÷òî

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû f1(ξ1), f2(ξ2), . . . , fn(ξn), ãäå

f1, f2, . . . , fn : R → R, íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî,

èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 12.2. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ1, ξ2, . . . , ξn íåçàâèñèìû, f1, f2, . . . , fn : R → R

� áîðåëåâñêèå �óíêöèè, òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

η1 = f1(ξ1), η2 = f2(ξ2), . . . , ηn = fn(ξn) íåçàâèñè-

ìû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áîðåëåâîñòü �óíêöèé � ÷è-

ñòî òåõíè÷åñêîå òðåáîâàíèå, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò òî, ÷òî

�óíêöèè η1(ω), η2(ω), . . . , ηn(ω) ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíû-

ìè âåëè÷èíàìè, ò.å. èçìåðèìû îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû
F . Èñïîëüçóÿ êðèòåðèé íåçàâèñèìîñòè (íåîáõîäèìîñòü)

è îïðåäåëåíèå áîðåëåâñêîé �óíêöèè, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ

ëþáûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ B1, B2, . . . , Bn

P{ω : η1(ω) ∈ B1, η2(ω) ∈ B2, . . . , ηn(ω) ∈ Bn} =

= P{ω : f1(ξ1(ω)) ∈ B1, . . . , fn(ξn(ω)) ∈ Bn} =

= P{ω : ξ1(ω) ∈ f−1
1 (B1), . . . , ξn(ω) ∈ f−1

n (Bn)} =

= P{ω : ξ1(ω) ∈ f−1
1 (B1)} . . . P{ω : ξn(ω) ∈ f−1

n (Bn)} =

= P{ω : f1(ξ1(ω)) ∈ B1} . . . P{ω : fn(ξn(ω)) ∈ Bn} =

= P{ω : η1(ω) ∈ B1}P{ω : η2(ω) ∈ B2} . . .

. . . P{ω : ηn(ω) ∈ Bn}.
Ïî êðèòåðèþ íåçàâèñèìîñòè (äîñòàòî÷íîñòü) ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû η1, η2, . . . , ηn

íåçàâèñèìû. �
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Äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ ñàìûì óäîáíûì

çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòü ðàñïðå-

äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ïîýòîìó æåëàòåëüíî èìåòü

îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìîñòè, âûðàæåííîå ñ ïîìîùüþ

ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àé-

íîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) àáñîëþòíî íåïðåðûâíî,
òî êðèòåðèé íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ξ1, ξ2, . . . , ξn âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 12.3. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ1, ξ2, . . . , ξn àáñîëþòíî íåïðåðûâíû è íåçàâèñèìû,

òî ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) àáñîëþòíî

íåïðåðûâåí, ïðè÷åì ïî÷òè âñþäó

pξ1,ξ2,... ,ξn
(x1, x2, . . . , xn) = pξ1(x1)pξ2(x2) . . . pξn

(xn).
(12.6)

Îáðàòíî, åñëè ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)
àáñîëþòíî íåïðåðûâåí, òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ1, ξ2, . . . , ξn àáñîëþòíî íåïðåðûâíû, à åñëè ê òîìó

æå ïî÷òè âñþäó âûïîëíåíî (12.6), òî îíè íåçàâèñèìû.

Òàêèì îáðàçîì ðàâåíñòâî (12.6) ìîæåò ñëóæèòü îïðå-

äåëåíèåì íåçàâèñèìîñòè àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ1, ξ2, . . . , ξn àáñîëþòíî íåïðåðûâíû è íåçàâèñèìû. Â

ñèëó èõ àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè

Fξi
(xi) =

xi∫

−∞

pξi
(ti)dti, i = 1, n,

à â ñèëó íåçàâèñèìîñòè �óíêöèÿ èõ ñîâìåñòíîãî ðàñïðå-
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äåëåíèÿ èìååò âèä

Fξ1, ξ2, ... , ξn
(x1, x2, . . . , xn) = Fξ1(x1)Fξ2(x2) . . . Fξn

(xn) =

=

x1∫

−∞

pξ1(t1)dt1

x2∫

−∞

pξ2(t2)dt2 . . .

xn∫

−∞

pξn
(tn)dtn =

=

x1∫

−∞

x2∫

−∞

. . .

xn∫

−∞

pξ1(t1)pξ2(t2) . . . pξn
(tn)dtn . . . dt2 dt1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ àáñîëþòíî

íåïðåðûâåí, à �óíêöèÿ pξ1(x1)pξ2(x2) . . . pξn
(xn) ÿâëÿåòñÿ

ïëîòíîñòüþ åãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ò.å. âûïîë-

íåíî (12.6).

Îáðàòíî, ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâåí. Êàê ïîêàçàíî â êîíöå ïðåäûäóùåé òåìû, îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî åãî êîîðäèíàòû àáñîëþòíî íåïðåðûâíû. Åñ-

ëè âûïîëíåíî (12.6), òî

Fξ1, ξ2, ... , ξn
(x1, x2, . . . , xn) =

=

x1∫

−∞

x2∫

−∞

. . .

xn∫

−∞

pξ1,ξ2,... ,ξn
(t1, t2, . . . , tn)dtn . . . dt2 dt1 =

=

x1∫

−∞

x2∫

−∞

. . .

xn∫

−∞

pξ1(t1)pξ2(t2) . . . pξn
(tn)dtn . . . dt2 dt1 =

=

x1∫

−∞

pξ1(t1)dt1

x2∫

−∞

pξ2(t2)dt2 . . .

xn∫

−∞

pξn
(tn)dtn =

= Fξ1(x1)Fξ2(x2) . . . Fξn
(xn),
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ò.å. ξ1, ξ2, . . . , ξn íåçàâèñèìû. �

Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî áûâàåò óäîáíûì ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå 12.4. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ1, ξ2, . . . , ξn àáñîëþòíî íåïðåðûâíû, íå ñâÿçàíû

ìåæäó ñîáîé �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ è ïî÷òè

âñþäó

pξ1,ξ2,... ,ξn
(x1, x2, . . . , xn) = f1(x1)f2(x2) . . . fn(xn),

ãäå êàæäàÿ �óíêöèÿ fi(xi) çàâèñèò òîëüêî îò xi, i =
1, n, òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn íåçàâèñèìû,

à f1(x1), f2(x2), . . . , fn(xn) ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ

äî ïîñòîÿííûõ ìíîæèòåëåé ñ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäå-

ëåíèé pξ1(x1), pξ2(x2), . . . , pξn
(xn) ñîîòâåòñòâåííî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð,

â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ

pξ1(x1) =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

. . .

∞∫

−∞

pξ1,ξ2,... ,ξn
(x1, x2, . . . , xn)dx2 dx3 . . .

. . . dxn =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

. . .

∞∫

−∞

f1(x1)f2(x2) . . . fn(xn)dx2 dx3 . . .

. . . dxn = C1f1(x1),

ãäå

C1 =

∞∫

−∞

f2(x2)dx2 . . .

∞∫

−∞

fn(xn)dxn.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî pξi
(xi) = Cifi(xi),

i = 2, n. Ïîýòîìó

pξ1,ξ2,... ,ξn
(x1, x2, . . . , xn) = Cpξ1(x1)pξ2(x2) . . . pξn

(xn),
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ãäå C−1 = C1C2 . . . Cn. Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè ïî Rn
, íà-

õîäèì, ÷òî C = 1. Ïî òåîðåìå 12.3 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. �

Äëÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí êðèòåðèé íåçà-

âèñèìîñòè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 12.5. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ1, ξ2, . . . , ξn äèñêðåòíû è íåçàâèñèìû, òî ñëó-

÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) òàêæå ÿâëÿåòñÿ

äèñêðåòíûì, ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ

x1, x2, . . . , xn

P{ξ1 = x1, ξ2 = x2, . . . , ξn = xn} =

= P{ξ1 = x1}P{ξ2 = x2} . . . P{ξn = xn}. (12.7)

Îáðàòíî, åñëè ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)
ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì, òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ1, ξ2, . . . , ξn òàêæå äèñêðåòíû, à åñëè ê òîìó

æå âûïîëíåíî (12.7), òî îíè íåçàâèñèìû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó

òåîðåìû 12.3 ñ çàìåíîé èíòåãðàëîâ íà ñîîòâåòñòâóþùèå

ñóììû.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå òåîðåìó 12.5.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè êàêîå-íèáóäü xi íå ÿâëÿåòñÿ âîç-

ìîæíûì çíà÷åíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξi, òî ðàâåíñòâî

(12.7) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ïîñêîëüêó â ëåâîé

÷àñòè áóäåò ñòîÿòü âåðîÿòíîñòü íåâîçìîæíîãî ñîáûòèÿ,

à â ïðàâîé ÷àñòè i-é ìíîæèòåëü áóäåò âûðàæàòü âåðîÿò-

íîñòü íåâîçìîæíîãî ñîáûòèÿ. Ïîýòîìó â òåîðåìå 12.5 äëÿ

íåçàâèñèìîñòè äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ (12.7)
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òîëüêî äëÿ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à

íå äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé.

Ñëåäñòâèå 12.6. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ1, ξ2, . . . , ξn äèñêðåòíû, íå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé

�óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ è äëÿ ëþáûõ çíà÷å-

íèé x1, x2, . . . , xn ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn

ñîîòâåòñòâåííî

P{ξ1 = x1, ξ2 = x2, . . . , ξn = xn} = f1(x1)f2(x2) . . . fn(xn),

ãäå êàæäàÿ �óíêöèÿ fi(xi) çàâèñèò òîëüêî îò xi, i =
1, n, òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn íåçàâèñèìû,

à f1(x1), f2(x2), . . . , fn(xn) ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ

äî ïîñòîÿííûõ ìíîæèòåëåé ñ âåðîÿòíîñòÿìè P{ξ1 =
x1}, P{ξ2 = x2}, . . . , P{ξn = xn} ñîîòâåòñòâåííî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð,

P{ξn = xn} =
∑

x1

∑

x2

. . .
∑

xn−1

P{ξ1 = x1, ξ2 = x2, . . .

. . . , ξn = xn} = Cnfn(xn),

ãäå Cn =
∑
x1

f1(x1)
∑
x2

f2(x2) . . .
∑

xn−1

fn−1(xn−1). Àíàëîãè÷-

íî, P{ξi = xi} = Cifi(xi), i = 1, n − 1. Ïîýòîìó

P{ξ1 = x1, ξ2 = x2, . . . , ξn = xn} =

= CP{ξ1 = x1}P{ξ2 = x2} . . . P{ξn = xn},
ãäå C−1 = C1C2 . . . Cn. Ñóììèðóÿ îáå ÷àñòè ïî âñåì

âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì x1, x2, . . . , xn ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ξ1, ξ2, . . . , ξn ñîîòâåòñòâåííî, óáåæäàåìñÿ, ÷òî C = 1.
�
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Çàìåòèì, ÷òî â ñëåäñòâèÿõ 12.4 è 12.6 óñëîâèå, ÷òîáû

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íå áûëè ñâÿçàíû �óíêöèîíàëüíîé

çàâèñèìîñòüþ, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñóùåñòâåííûì. Äåéñòâè-

òåëüíî, ïóñòü X = {0, 1, . . . ,K}, äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξN ïðèíèìàþò âîçìîæíûå çíà÷å-

íèÿ â ìíîæåñòâå X, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî k ∈ X è ëþáîãî

i = 1, N âåðîÿòíîñòü P{ξi = k} > 0. Ïóñòü òàêæå ýòè

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñâÿçàíû ëèíåéíîé �óíêöèîíàëüíîé

çàâèñèìîñòüþ ξ1 + ξ2 + . . . + ξN = K è èçâåñòíî, ÷òî äëÿ

âñåõ i1, i2, . . . , iN ∈ X òàêèõ, ÷òî i1 + i2 = . . . + iN = K,

P{ξ1 = i1, ξ2 = i2, . . . , ξN = iN} =

= f1(i1) f2(i2) . . . fN (iN ), (12.8)

ãäå �óíêöèÿ fk çàâèñèò òîëüêî îò ik. Òàê êàê ξ1 + ξ2 +
. . . + ξN = K, òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξN íå

ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Äåéñòâèòåëüíî,

P{ξ1 = K} = P{ξ1 = K, ξ1 + ξ2 + . . . + ξN = K} =

= P{ξ1 = K, ξ2 + . . . + ξN = 0} =

= P{ξ1 = K, ξ2 = 0, . . . , ξN = 0}.
Åñëè áû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû áûëè áû íåçàâèñèìûìè, òî

èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäîâàëî áû, ÷òî

P{ξ1 = K} = P{ξ1 = K}P{ξ2 = 0} . . . P{ξN = 0}.

Ïî óñëîâèþ P{ξ1 = K} > 0, ïîýòîìó

P{ξ2 = 0} . . . P{ξN = 0} = 0,

îòêóäà ïðè íåêîòîðîì i âûïîëíèòñÿ P{ξi = 0} = 0, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò íàøèì ïðåäïîëîæåíèÿì.
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Â ÷åì æå ïðè÷èíà òîãî, ÷òî â ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíîé

�óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè-

÷èíàìè, ðàâåíñòâî (12.8) íå ïðèâîäèò ê íåçàâèñèìîñòè?

Åñëè áû �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ξ1 +ξ2 + . . .+ξN =
K íå ñóùåñòâîâàëî, òî êàê â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäñòâèÿ 2

ñóììèðîâàíèåì (2.7) ïî âñåì i1, . . . , ik−1, ik+1, . . . , iN ∈ X
ìû áû ïîëó÷èëè, ÷òî P{ξk = ik} = Ckfk(ik). Ïðè íàëè÷èè
óêàçàííîé �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè, íàïðèìåð,

P{ξ1 = i1} =
∑

i2,... ,iN∈X: i1+i2+...+iN=K

f1(i1) f2(i2) . . .

. . . fN (iN ) = C1(i1)f1(i1),

ãäå

C1(i1) =
∑

i2,... ,iN∈X: i2+...+iN=K−i1

f2(i2) . . . fN (iN )

óæå çàâèñèò îò i1 (íàïðèìåð, C1(i1) = 0 ïðè i1 >
K, C1(K) = f2(0) . . . fN (0) è ò.ä.).

Èòàê, ïðè íàëè÷èè óêàçàííîé çàâèñèìîñòè ìíîæèòå-

ëè â (12.8) ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò P{ξk = ik}, à íå

ïðîñòî ïîñòîÿííûì ìíîæèòåëåì, êàê ýòî áûëî ïðè îòñóò-

ñòâèè �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè.

Â çàêëþ÷åíèå äàäèì îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìîñòè ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí ÷åðåç ïîíÿòèå íåçàâèñèìîñòè σ-àëãåáð.

Îïðåäåëåíèå 12.7. σ-àëãåáðû F1,F2, . . . ,Fn

íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè äëÿ ëþáûõ

A1 ∈ F1, A2 ∈ F2, . . . , An ∈ Fn ñîáûòèÿ A1, A2, . . . , An

íåçàâèñèìû.
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ðàñïðåäåëåíèé

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà åùå îäèí êðèòåðèé íåçà-

âèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: äëÿ òîãî, ÷òîáû ñëó÷àé-

íûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn áûëè íåçàâèñèìûìè, íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëè íåçàâèñèìû ïîðî-

æäåííûå èìè σ-àëãåáðû Fξ1 = {ξ−1
1 (B), B ∈ B} =

ξ−1
1 (B), Fξ2 = {ξ−1

2 (B), B ∈ B} = ξ−1
2 (B), . . . , Fξn

=
{ξ−1

n (B), B ∈ B} = ξ−1
n (B).

� 13. Ïðåîáðàçîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ñâåðòêà ðàñïðåäåëåíèé

Âî ìíîãèõ âîïðîñàõ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïî çàêî-

íó ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êàêèõ-òî ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí íàõîäèòü çàêîí ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòî-

ðûõ �óíêöèé îò íèõ.

Ïóñòü n ãëàäêèõ �óíêöèé (ò.å. èìåþùèõ íåïðåðûâ-

íûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî âñåì ïåðå-

ìåííûì)

y1 = f1(x1, x2, . . . , xn),

y2 = f2(x1, x2, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yn = fn(x1, x2, . . . , xn)

çàäàþò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : Rn → Rn

ñ ÿêîáèàíîì

I = Df(x) = det
( ∂fi

∂xj

)n

i,j=1
=

D(y1, y2, . . . , yn)

D(x1, x2, . . . , xn)
6= 0.

Êàê èçâåñòíî èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, â ýòîì ñëó-

÷àå ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1
ñ ÿêîáèàíîì

Df−1(y), óäîâëåòâîðÿþùèì ðàâåíñòâó

Df−1(f(x))Df(x) = 1.
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Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé

ñëó÷àéíûé âåêòîð è ïóñòü η = f(ξ), ò.å.

η1 = f1(ξ1, ξ2, . . . , ξn),

η2 = f2(ξ1, ξ2, . . . , ξn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ηn = fn(ξ1, ξ2, . . . , ξn).

Ïóñòü B � n-ìåðíîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî, òîãäà

P{η ∈ B} = P{f(ξ) ∈ B} = P{ξ ∈ f−1(B)} =

=

∫
· · ·

∫

f−1(B)

pξ(x)dx1 dx2 . . . , dxn.

Ïðîèçâîäÿ â ýòîì êðàòíîì èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííûõ

y = f(x) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, x = f−1(y), ïîëó÷èì:

P{η ∈ B} =

∫
· · ·

∫

B

pξ(f
−1(y))|Df−1(y)|dy1 dy2 . . . dyn.

Ïî îïðåäåëåíèþ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî âåêòîðà ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíûé âåêòîð η àáñîëþòíî íåïðåðûâåí,
ïðè÷åì pξ(f

−1(y))|Df−1(y)| ÿâëÿåòñÿ åãî ïëîòíîñòüþ

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêà-

çàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 13.1. Åñëè ξ � àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íûé âåêòîð ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

pξ(x), f � ïðåîáðàçîâàíèå Rn
ñ ïîìîùüþ ãëàäêèõ �óíê-

öèé ñ ÿêîáèàíîì Df(x) 6= 0, òî ñëó÷àéíûé âåêòîð η =
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� 13. Ïðåîáðàçîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ñâåðòêà

ðàñïðåäåëåíèé

f(ξ) òàêæå àáñîëþòíî íåïðåðûâåí, à ïëîòíîñòü åãî

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðàâíà

pη(x) = pξ(f
−1(x))|Df−1(x)|. (13.1)

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà î ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè �óíê-

öèè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ñì. (10.12)) ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-

íûì ñëó÷àåì äàííîé ïðè n = 1.
Ïóñòü èçâåñòíà ïëîòíîñòü pξ,η(x, y) ñîâìåñòíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η. Íàé-
äåì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû ζ = ξ + η. Ôóíêöèÿ åå ðàñïðåäåëåíèÿ

Fζ(x) = P{ζ < x} = P{ξ + η < x} =

∫∫

y+z<x

pξ,η(y, z)dydz.

Ïðîèçâîäÿ â ýòîì èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííûõ u =
y, v = z + y, ïîëó÷èì:

Fζ(x) =

∫∫

v<x

pξ,η(u, v−u)dudv =

x∫

−∞

[ +∞∫

−∞

pξ,η(u, v−u)du
]
dv.

Ïî îïðåäåëåíèþ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé âåëè÷èíû ýòî

çíà÷èò, ÷òî ζ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ñ ïëîòíîñòüþ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

pζ(x) =

+∞∫

−∞

pξ,η(u, x − u)du. (13.2)

Ìåíÿÿ ðîëè ξ è η, àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì:

pζ(x) =

+∞∫

−∞

pξ,η(x − v, v)dv. (13.3)
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Ëþáàÿ èç �îðìóë (13.2), (13.3) íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé

ñâåðòêè. Îòìåòèì, ÷òî åå ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ

(13.1), ïðèìåíåííîé ê ïðåîáðàçîâàíèþ ζ = ξ + η, γ = ξ,
è �îðìóëû, âûðàæàþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

êîîðäèíàò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ÷åðåç ïëîòíîñòü ðàñïðå-

äåëåíèÿ ýòîãî âåêòîðà.

Çàäà÷à 1. Ïîëó÷èòå �îðìóëó ñâåðòêè ýòèì ñïîñîáîì.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ

ñóììû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïî �îðìóëå ñâåðòêè â îá-

ùåì ñëó÷àå çíàíèÿ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ âåëè÷èí

íåäîñòàòî÷íî. Òðåáóåòñÿ çàêîí ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ ýòèõ âåëè÷èí. Íî â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû, çàêîí èõ ñîâìåñòíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíàìè ðàñïðå-

äåëåíèÿ ýòèõ âåëè÷èí. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ðàññìàòðèâà-

åìîãî àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ ïðè óñëîâèè íåçà-

âèñèìîñòè âûïîëíÿåòñÿ

pξ,η(x, y) = pξ(x)pη(y),

òàê ÷òî äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí �îðìóëà

ñâåðòêè ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

pζ(x) =

+∞∫

−∞

pξ(u)pη(x−u)du =

+∞∫

−∞

pξ(x−v)pη(v)dv. (13.4)

Ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ íàçûâàþò
ñâåðòêîé ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn íåçàâèñèìû è èìåþò
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� 13. Ïðåîáðàçîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ñâåðòêà

ðàñïðåäåëåíèé

ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ, ò.å.

pξi
(x) =

{
λe−λx, åñëè x > 0,

0, åñëè x ≤ 0.

Ïî �îðìóëå ñâåðòêè (13.4) äëÿ x > 0

pξ1+ξ2(x) =

x∫

0

pξ1(u)pξ2(x− u)du =

x∫

0

λe−λuλe−λ(x−u)du =

= λ2e−λx

x∫

0

du = λ2xe−λx,

à äëÿ x ≤ 0, î÷åâèäíî, pξ1+ξ2(x) = 0. Â ñèëó íåçàâèñè-

ìîñòè ξ1, ξ2, ξ3 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 + ξ2 è ξ3 òàêæå

áóäóò íåçàâèñèìûìè (ïî÷åìó?). Ïîýòîìó äëÿ x > 0 ïî

�îðìóëå ñâåðòêè (13.4)

pξ1+ξ2+ξ3(x) = p(ξ1+ξ2)+ξ3(x) =

=

x∫

0

pξ1+ξ2(u)pξ3(x − u)du =

x∫

0

λ2ue−λuλe−λ(x−u)du =

= λ3e−λx

x∫

0

udu =
λ3x2

2
e−λx,

äëÿ x ≤ 0, î÷åâèäíî, pξ1+ξ2+ξ3(x) = 0. Ïî èíäóêöèè

pξ1+ξ2+...+ξn
(x) =

{
λnxn−1

(n−1)! e−λx, åñëè x > 0,

0, åñëè x ≤ 0.
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Îïðåäåëåíèå 13.2. �àñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ òà-

êîãî âèäà, ò.å. ñâåðòêà n ïîêàçàòåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé

ñ ïàðàìåòðîì λ, íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ýðëàíãà

n-ãî ïîðÿäêà ñ ïàðàìåòðîì λ.

Ïðè ðàññìîòðåíèè äàííîãî ïðèìåðà èñïîëüçîâàíî ñëå-

äóþùåå

Óòâåðæäåíèå 13.3. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn �

íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, 1 ≤ k < n, f, g �

áîðåëåâñêèå �óíêöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà ïåðå-

ìåííûõ. Òîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû f(ξ1, ξ2, . . . , ξk) è

g(ξk+1, ξk+2, . . . , ξn) íåçàâèñèìû.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ àáñîëþòíî

íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî ñâåðòêà íîðìàëüíûõ ðàñïðå-

äåëåíèé ñ ïàðàìåòðàìè (a, σ2) è (b, τ2) ñîîòâåòñòâåííî

ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðàìè

(a + b, σ2 + τ2).

Êàê ìû óáåäèìñÿ â äàëüíåéøåì, óòâåðæäåíèå çàäà-

÷è 3 ïðîùå ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ

�óíêöèé, òåîðèÿ êîòîðûõ áóäåò èçëîæåíà ÷óòü ïîçæå

è êîòîðàÿ áîëåå ïðèñïîñîáëåíà äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ

çàäà÷.

Îïðåäåëåíèå 13.4. �îâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (α, p),
åñëè îíà àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è èìååò ïëîòíîñòü ðàñ-
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� 13. Ïðåîáðàçîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ñâåðòêà

ðàñïðåäåëåíèé

ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé âèäà

p(x) =

{
αp

Γ(p)e
−αxxp−1, åñëè x > 0,

0, åñëè x ≤ 0.,

ãäå Γ(p) =
+∞∫
0

tp−1e−tdt � ãàììà-�óíêöèÿ Ýéëåðà.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ñâåðòêà ãàììà-

ðàñïðåäåëåíèé ñ ïàðàìåòðàìè (α, p) è (α, q) ñîîò-

âåòñòâåííî åñòü ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè

(α, p + q).

Ïóñòü ξ ∼ N(0, 1), òîãäà äëÿ x > 0

F ξ2

2

(x) = P
{ξ2

2
< x

}
= P{−

√
2x < ξ <

√
2x} =

= N(
√

2x) − N(−
√

2x) = Φ(
√

2x) − Φ(−
√

2x) =

= 2Φ(
√

2x) = 2

√
2x∫

0

ϕ(t)dt.

Ïîýòîìó ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû

ξ2

2 , ïîëó÷àþùàÿñÿ èç �óíêöèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ñ ïîìîùüþ äè��åðåíöèðîâàíèÿ, äëÿ ïîëîæèòåëü-

íûõ çíà÷åíèé x ðàâíà

p ξ2

2

(x) = 2ϕ(
√

2x)
√

2
1

2
√

x
=

1√
πx

e−x =
1

Γ(1)
x

1
2
−1e−x.

Äëÿ îòðèöàòåëüíûõ x îíà ðàâíà íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

ξ2

2 èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ

ïàðàìåòðàìè (1, 1/2).
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Îïðåäåëåíèå 13.5. �îâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

χ2 = ξ2
1 + ξ2

2 + . . . + ξ2
n,

ãäå ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,

êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå, èìååò ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò ñ n
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå

χ2

2 ïðåäñòàâëÿåò n-êðàòíóþ
ñâåðòêó ñ ñîáîé ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè

(1, 1/2). Â ñèëó çàäà÷è 4

χ2

2 èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ

ïàðàìåòðàìè (1, n/2), ò.å. äëÿ x > 0

pχ2

2

(x) =
1

Γ(n
2 )

x
n
2
−1e−x.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò ñ n
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä

kn(x) = pχ2(x) =
1

2
pχ2

2

(x

2

)
=

=





1

2
n
2 Γ(n

2
)
x

n
2
−1e−

x
2 , åñëè x > 0,

0, åñëè x ≤ 0.

Ôîðìóëó ñâåðòêè ìîæíî âûâåñòè äëÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí. Äëÿ ïðîñòîòû âûâåäåì �îðìóëó ñâåðòêè äëÿ ñëó-

÷àÿ öåëî÷èñëåííûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí. Ïóñòü ξ è η � öåëî÷èñëåííûå íåîòðèöàòåëüíûå íåçà-

âèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ò.å. èõ âîçìîæíûå çíà÷å-

íèÿ ëåæàò â ìíîæåñòâå {0, 1, . . . }. Î÷åâèäíî, âîçìîæíûå
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� 13. Ïðåîáðàçîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ñâåðòêà

ðàñïðåäåëåíèé

çíà÷åíèÿ ζ = ξ + η òàêæå ïðèíàäëåæàò ýòîìó ìíîæåñòâó,
ïðè÷åì

P{ζ = n} = P{ξ + η = n} =

n∑

k=0

P{ξ + η = n, ξ = k} =

=

n∑

k=0

P{ξ = k, η = n − k} =

n∑

k=0

P{ξ = k}P{η = n − k}.

(13.5)
Ýòî è åñòü �îðìóëà ñâåðòêè äëÿ öåëî÷èñëåííûõ âåëè÷èí,

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà òàêæå â âèäå

P{ζ = n} =

n∑

l=0

P{ξ = n − l}P{η = l}. (13.6)

Ïðèìåð 2. Ôîðìóëû ñâåðòêè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â

�èíàíñîâîé ìàòåìàòèêå, íàïðèìåð, â òåîðèè ñòðàõîâà-

íèÿ. Ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü �óíêöèîíèðîâàíèÿ ñòðàõîâîé

êîìïàíèè � ìîäåëü èíäèâèäóàëüíîãî ðèñêà � áàçèðóåò-

ñÿ íà ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ:

1) àíàëèçèðóåòñÿ êîðîòêèé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, íà-

ïðèìåð, îäèí ãîä (ò.å. ìîæíî íå ó÷èòûâàòü èí�ëÿöèþ è

äîõîä îò èíâåñòèðîâàíèÿ);

2) ÷èñëî äîãîâîðîâ ñòðàõîâàíèÿ N �èêñèðîâàíî è

íåñëó÷àéíî;

3) ïëàòà çà ñòðàõîâêó âíîñèòñÿ â íà÷àëå àíàëèçèðóå-

ìîãî ïåðèîäà; íèêàêèõ ïîñòóïëåíèé â òå÷åíèå ýòîãî ïå-

ðèîäà íåò;

4) íàáëþäàþòñÿ îòäåëüíûå äîãîâîðà ñòðàõîâàíèÿ ñ èç-

âåñòíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñâÿçàííûõ ñ íèìè èíäè-

âèäóàëüíûõ èñêîâ ξi, i = 1, N .
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Ïîñêîëüêó èñê èçìåðÿåòñÿ â äåíåæíûõ, ò.å. öåëûõ

åäèíèöàõ, òî ξi � íåîòðèöàòåëüíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ñëó-

÷àéíàÿ âåëè÷èíà, íàïðèìåð, åå çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ìî-

æåò áûòü òàêîé:

ξi 0 b1 b2

P p q1 q2
. (13.7)

p + q1 + q2 = 1, b1 > b2,

ãäå ξi = 0, åñëè i-å ëèöî íå óìðåò â òå÷åíèå ãîäà, ξi = b1

ðóá., åñëè ëèöî óìðåò â ðåçóëüòàòå íåñ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, è

ξi = b2 ðóá., åñëè ëèöî óìðåò îò "åñòåñòâåííûõ" ïðè÷èí.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñêè îò N äîãîâîðîâ ξ1, ξ2, . . . , ξN

� íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (èñêëþ÷àþòñÿ êàòà-

ñòðî�è÷åñêèå íåñ÷àñòíûå ñëó÷àè, âëåêóùèå èñê ñðàçó ïî

íåñêîëüêèì äîãîâîðàì; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåêîòîðûå èç

ξi áóäóò ñâÿçàíû ïðè÷èííî, ïîýòîìó âðÿä ëè áóäóò íåçà-

âèñèìûìè).

Ôóíäàìåíòàëüíûé èíòåðåñ äëÿ êîìïàíèè ïðåäñòàâëÿ-

åò âåðîÿòíîñòü åå ðàçîðåíèÿ. �àçîðåíèå ñòðàõîâîé êîìïà-

íèè îïðåäåëÿåòñÿ ñóììàðíûì èñêîì S = ξ1 + ξ2 + . . .+ ξN

ê íåé. Ïóñòü u � êàïèòàë êîìïàíèè. Êîìïàíèÿ ðàçîðèò-

ñÿ, åñëè ñóììàðíûé èñê S ê íåé ïðåâçîéäåò åå ðåçåðâû u.
Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ êîìïàíèè ðàâíà

R = P{ξ1 + ξ2 + . . . + ξN > u} =

∞∑

n=u+1

P{ξ1 + ξ2 + . . . +

+ξN = n} = 1 −
u∑

n=0

P{ξ1 + ξ2 + . . . + ξN = n},

ãäå P{ξ1 + ξ2 + . . . + ξN = n} ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ

N -êðàòíîé ñâåðòêè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
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ðàñïðåäåëåíèé

ξi (íàïðèìåð, ðàñïðåäåëåíèÿ (13.7)) ñ ñîáîé ñ ïîìîùüþ

(13.5) èëè (13.6).

Ïðèìåð 3. Åñëè (ξ, η) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé ñëó-

÷àéíûé âåêòîð, òî ξ è η � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû, ñëåäîâàòåëüíî, P{η = 0} = 0. Òàê
êàê ξ è η îïðåäåëåíû íà îäíîì è òîì æå âåðîÿòíîñòíîì

ïðîñòðàíñòâå, òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü íà íåì ñëó÷àé-

íóþ âåëè÷èíó ζ = ξ
η , çàäàâàÿ åå çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå

{ω : η(ω) = 0} âåðîÿòíîñòè íóëü ïðîèçâîëüíûì îáðà-

çîì, ëèøü áû ñîõðàíÿëàñü èçìåðèìîñòü îòíîñèòåëüíî σ-
àëãåþðû F . Íàïðèìåð, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà ýòîì ìíî-

æåñòâå îíà ïðèíèìàåò íåñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ∞.

Íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòíîãî ζ:

Fζ(x) = P
{ ξ

η
< x

}
=

∫∫

u
v
<x

pξ,η(u, v)dudv.

Ïðîèçâîäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ

u
v = t, v = s â ýòîì èíòå-

ãðàëå, ïîëó÷èì:

Fζ(x) =

x∫

−∞

[ +∞∫

−∞

pξ,η(st, s)|s|ds
]
dt.

Ïî îïðåäåëåíèþ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ζ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, à

ïëîòíîñòü åå ðàñïðåäåëåíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïëîòíîñòü

ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ξ è η ñëåäóþùèì îáðàçîì:

pζ(x) =

+∞∫

−∞

pξ,η(st, s)|s|ds.
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè ξ è η íåçàâèñèìû, òî

pζ(x) =

+∞∫

−∞

pξ(st)pη(s)|s|ds. (13.8)

Îïðåäåëåíèå 13.6. Îòíîøåíèå

tn =
ζ√
χ2

n

,

â êîòîðîì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü � íåçàâèñèìûå

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ζ ∼ N(0, 1), à χ2
� ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà õè-êâàäðàò ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, íàçûâàåòñÿ

îòíîøåíèåì Ñòüþäåíòà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû,

à ðàñïðåäåëåíèå ýòîãî îòíîøåíèÿ � ðàñïðåäåëåíèåì

Ñòüþäåíòà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì íåçàâèñèìîñòè àáñîëþòíî

íåïðåðûâíûõ âåëè÷èí è �îðìóëîé (13.8), íåòðóäíî

âûâåñòè, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ n
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä

sn(x) = ptn(x) =
Γ
(

n+1
2

)

√
πΓ

(
n
2

)
(
1 + x2

)−n+1
2

. (13.9)

Çàäà÷à 5. Âûâåäèòå �îðìóëó (13.9).

Òàê êàê sn(x) � ÷åòíàÿ �óíêöèÿ, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ

�óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Sn(x) =

x∫

−∞

sn(t)dt
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îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

Sn(x) + Sn(−x) = 1.

� 14. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí

Ïîëíîé âåðîÿòíîñòíîé õàðàêòåðèñòèêîé ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû, ïîçâîëÿþùåé íàõîäèòü âåðîÿòíîñòè åå ïîïàäàíèÿ

â ïðîèçâîëüíûå áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà, ÿâëÿåòñÿ çàêîí

ðàñïðåäåëåíèÿ. Óñòàíîâèòü òàêîé çàêîí íà ïðàêòèêå çà÷à-

ñòóþ ñëîæíî, äà è íå âñåãäà â ïðèëîæåíèÿõ îí íåîáõîäèì.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äîñòàòî÷íî èìåòü îïðåäåëåííûå ÷è-

ñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ñëó÷àé-

íóþ âåëè÷èíó è åå çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ëèøü ÷àñòè÷íî.

Ââåäåì íàèáîëåå âàæíûå èç íèõ.

Ïðåæäå âñåãî ïîïûòàåìñÿ îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ñðåäíå-

ãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïóñòü ξ � äèñêðåòíàÿ

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ

ξ x1 x2 . . . . . . xk

P p1 p2 . . . . . . pk
. (14.1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîâåäåíî N íåçàâèñèìûõ èçìåðå-

íèé âåëè÷èíû ξ, â êîòîðûõ çíà÷åíèå x1 ïîÿâèëîñü N1 ðàç,

çíà÷åíèå x2 ïîÿâèëîñü N2 ðàç è ò.ä., íàêîíåö, çíà÷åíèå

xk ïîÿâèëîñü Nk ðàç. Î÷åâèäíî, N1 + N2 + . . . + Nk = N .

Ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé ðàâíî

ξ =
N1x1 + N2x2 + . . . + Nkxk

N
.

Çàìàí÷èâî ïðèíÿòü åãî çà ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû, íî ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî
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çíà÷åíèå çàâèñèò êàê îò ÷èñëà ïðîâåäåííûõ èçìåðåíèé N ,

òàê è îò ÷èñëà ïîÿâëåíèé Ni êàæäîãî èç çíà÷åíèé xi. Ìû

æå õîòèì, ÷òîáû ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

îïðåäåëÿëîñü òîëüêî çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ è íå ìåíÿ-

ëîñü ïðè ðàçíûõ ñåðèÿõ ýêñïåðèìåíòîâ. Åñëè N âåëèêî,

òî, â ñèëó óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû, îòíîñè-

òåëüíàÿ ÷àñòîòà ñîáûòèÿ {ξ = xi} ñòàáèëèçèðóåòñÿ îêîëî

åãî âåðîÿòíîñòè:

Ni

N
∼ pi.

Ñëåäîâàòåëüíî,

ξ =
N1

N
x1 +

N2

N
x2 + . . . +

Nk

N
xk ∼ p1x1 + p2x2 + . . . + pkxk.

Èòàê, ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå ñòàáèëèçèðóåòñÿ îêî-

ëî ÷èñëà

k∑
i=1

pixi, êîòîðîå íå çàâèñèò îò ïðîâîäèìûõ

èçìåðåíèé, à çàâèñèò òîëüêî îò çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ

ξ. Ñêàçàííîå îáîñíîâûâàåò åñòåñòâåííîñòü ñëåäóþùåãî

îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 14.1. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíè-

åì èëè ñðåäíèì çíà÷åíèåì äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû ñ ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ (14.1) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

Mξ =

k∑

i=1

pixi.

Èç ìåõàíèêè èçâåñòíî, ÷òî åñëè â òî÷êàõ ñ êîîðäèíà-

òàìè x1, x2, . . . , xk íà ÷èñëîâîé îñè Ox ïîìåùåíû ñîîò-

âåòñòâåííî ìàññû m1,m2, . . . ,mk, òî êîîðäèíàòà öåíòðà
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òÿæåñòè ýòîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê åñòü

xc =

k∑
i=1

mixi

k∑
i=1

mi

.

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ (14.1) çàäàåò ðàñïðåäåëåíèå "âåðî-

ÿòíîñòíîé ìàññû", ðàâíîé 1 (âåäü

k∑
i=1

pi = 1), ïî òî÷êàì

ñ êîîðäèíàòàìè x1, x2, . . . , xk. Ïðè ýòîì ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòîé öåíòðà òÿæåñòè ýòîé

ñèñòåìû òî÷åê.

Â ñëó÷àå, êîãäà âåëè÷èíà ïðèíèìàåò ñ÷åòíîå ÷èñëî

çíà÷åíèé, îïðåäåëåíèå 14.1 ìîäè�èöèðóåì ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 14.2. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíè-

åì èëè ñðåäíèì çíà÷åíèåì äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû ñ ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ

ξ x1 x2 x3 . . . . . .

P p1 p2 p3 . . . . . .

íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

Mξ =

∞∑

i=1

pixi,

ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Åñëè æå ðÿä ðàñõîäèòñÿ èëè ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òî ãîâî-

ðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ íå èìååò êîíå÷íîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
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Ïî÷åìó â îïðåäåëåíèè 14.2 òðåáóåòñÿ àáñîëþòíàÿ

ñõîäèìîñòü? Äåëî â òîì, ÷òî åñëè çàíóìåðîâàòü çíà÷åíèÿ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïî äðóãîìó, òî ýòî áóäåò ñîîòâåò-

ñòâîâàòü ïåðåñòàíîâêå ÷ëåíîâ ðÿäà, �èãóðèðóþùåãî â

ýòîì îïðåäåëåíèè. Ïî òåîðåìå �èìàíà ÷ëåíû óñëîâíî

ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ìîæíî òàê ïîìåíÿòü ìåñòàìè, ÷òî

ñóììà ïîëó÷åííîãî ðÿäà áóäåò ðàâíà ëþáîìó çàäàííîìó

÷èñëó, â òîì ÷èñëå íåñîáñòâåííîìó (ò.å. ∞). Åñëè â

îïðåäåëåíèè 14.2 òðåáîâàòü òîëüêî ñõîäèìîñòü, òî â

çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà íóìåðàöèè çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ìû áû ïîëó÷àëè ðàçíûå çíà÷åíèÿ ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî îæèäàíèÿ (â òîì ÷èñëå è áåñêîíå÷íûå) îäíîé è òîé

æå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Åñëè æå ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþò-

íî, òî ïî òåîðåìå Êîøè ïðè ïåðåñòàíîâêå ÷ëåíîâ ðÿäà

åãî ñóììà ñîõðàíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå 14.2

êîððåêòíî, ïîñêîëüêó íå çàâèñèò îò ñïîñîáà íóìåðàöèè

çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ν = ν(ω) � íåîòðèöàòåëüíàÿ öåëî-

÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (ò.å. âîçìîæíûå åå çíà÷å-

íèÿ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó {0, 1, . . . }). Òîãäà

Mν =

∞∑

n=1

P{µ ≥ n}.

Äåéñòâèòåëüíî,

Mν =

∞∑

k=0

kP{µ = k} =

∞∑

k=1

kP{µ = k} =

=

∞∑

k=1

k∑

n=1

P{µ = k} =

∞∑

n=1

∞∑

k=n

P{µ = k} =

∞∑

n=1

P{µ ≥ n}.

(14.2)
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Èçìåíåíèå ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ çàêîííî â ñèëó

íåîòðèöàòåëüíîñòè ñëàãàåìûõ, âõîäÿùèõ â ñóììû ðàñ-

ñìîòðåííûõ âûøå ðÿäîâ.

Çàäà÷à 1. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè µ � öåëî÷èñëåííàÿ ñëó-

÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå

{. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . }, òî

Mν =
∞∑

n=1

P{|µ| ≥ n}. (14.3)

Ïóñòü òåïåðü ξ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ p(x). Òåïåðü

"âåðîÿòíîñòíàÿ ìàññà" ðàçìàçàíà ïî ÷èñëîâîé ïðÿìîé

(âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â êàæäóþ òî÷êó ðàâíà íóëþ, à

âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ïðîìåæóòîê [x, x + dx) ïðè-

áëèæåííî ðàâíà p(x)dx). Ïîýòîìó â îïðåäåëåíèè 14.2

çíà÷åíèå xi íàäî çàìåíèòü íà ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå

x ∈ R, âåðîÿòíîñòü pi = P{ξ = xi} � íà ýëåìåíò âåðîÿò-

íîñòè p(x)dx, à îïåðàöèþ ñóììèðîâàíèÿ � íà îïåðàöèþ

èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýòî îáîñíîâûâàåò ðàçóìíîñòü ñëåäóþ-

ùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 14.3. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíè-

åì èëè ñðåäíèì çíà÷åíèåì àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ p(x)
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

Mξ =

+∞∫

−∞

xp(x)dx,
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ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë àáñîëþòíî ñõî-

äèòñÿ. Åñëè èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ èëè óñëîâíî ñõîäèòñÿ,

òî ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ íå èìååò

êîíå÷íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Çàäà÷à 2. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé àáñî-

ëþòíî íåïðåðûâíîé âåëè÷èíû

Mξ =

∞∫

0

[1 − F (x)]dx, (14.4)

à äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé âåëè÷èíû

Mξ = −
0∫

−∞

F (x)dx +

∞∫

0

[1 − F (x)]dx. (14.5)

Ñðàâíèòå (14.2), (14.3) ñ (14.4), (14.5).

Ïîçæå ìû âûâåäåì (14.4) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû.

Â òåîðèè íàäåæíîñòè ðàññìàòðèâàþò âðåìÿ æèçíè

íåêîòîðîãî ýëåìåíòà (íàïðèìåð, ýëåêòðîëàìïî÷êè), â òåî-

ðèè ñòðàõîâàíèÿ � âðåìÿ æèçíè ÷åëîâåêà. Ýòî � íåîòðè-

öàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëå-
íèÿ F (x). Â êà÷åñòâå îñíîâíîé õàðàêòåðèñòèêè â ýòèõ òå-

îðèÿõ áåðåòñÿ íå �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, à äîïîëíèòåëü-

íàÿ �óíêöèÿ Q(x) = 1 − F (x) = P{ξ ≥ x}, íàçûâàåìàÿ
â òåîðèè íàäåæíîñòè �óíêöèåé íàäåæíîñòè, à â òåîðèè

ñòðàõîâàíèÿ � �óíêöèåé âûæèâàíèÿ. Â ñèëó (14.4)

Mξ =

∞∫

0

Q(x)dx.
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Ïðèìåðû.

1. Íåñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà C ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ

êàê ñëó÷àéíàÿ ñ ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ

ξ C

P 1
.

Ïîýòîìó åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå MC = C.

2. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì Áåðíóë-

ëè

ξ 1 0

P p q

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî Mξ = p · 1 + q · 0 = p.

3. Ïóñòü µ èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-

ìåòðàìè n, p. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 14.1

Mµ =

n∑

k=1

kCk
npkqn−k.

Èñïîëüçóÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñî÷åòàíèé:

kCk
n = k

n!

k!(n − k)!
= n

(n − 1)!

(k − 1)!(n − k)!
= nCk−1

n−1

è �îðìóëó áèíîìà Íüþòîíà, ïîëó÷èì

Mµ = n

n∑

k=1

Ck−1
n−1p

kqn−k = np

n−1∑

l=0

C l
n−1p

lqn−1−l =

= np(p + q)n−1 = np.
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4. Ïóñòü ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåò-

ðîì λ. Òîãäà

Mξ =
∞∑

k=0

k
λk

k!
e−λ =

∞∑

k=1

k
λk

k!
e−λ = λe−λ

∞∑

k=1

λk−1

(k − 1)!
=

= λe−λeλ = λ.

Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòð λ â ðàñïðåäåëåíèè Ïóàññîíà

èãðàåò ðîëü ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

5. Äëÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà îòðåçêå [a, b]
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, êîòîðàÿ ðàâíîâåðîÿòíî ïðèíèìàåò

çíà÷åíèÿ íà ïðîìåæóòêàõ îäèíàêîâîé äëèíû, ãäå áû îíè

íè íàõîäèëèñü âíóòðè [a, b], èíòóèöèÿ ïîäñêàçûâàåò, ÷òî

ñðåäíåå çíà÷åíèå äîëæíî íàõîäèòüñÿ â ñåðåäèíå îòðåçêà

[a, b]. Äåéñòâèòåëüíî,

Mξ =

+∞∫

−∞

xp(x)dx =

b∫

a

x
1

b − a
dx =

a + b

2
.

6. Åñëè ξ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-

ìåòðîì λ, òî

Mξ =

+∞∫

−∞

xp(x)dx = λ

+∞∫

0

xe−λxdx =
1

λ
.

7. Åñëè ξ ∼ N(0, 1), òî â ñèëó ÷åòíîñòè ïëîòíî-

ñòè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ϕ(x) =
1√
2π

e−
x2

2
èíòåãðàë îò íå÷åòíîé �óíêöèè â ñèììåòðè÷íûõ

ïðåäåëàõ

Mξ =

+∞∫

−∞

xϕ(x)dx = 0.

234



� 14. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

8. Ïîêàæåì, ÷òî ïðèåì, ïðèìåíåííûé â ïðåäûäóùåì

ïðèìåðå, òðåáóåò îñòîðîæíîñòè. Ïóñòü ξ ðàñïðåäåëåíà ïî
çàêîíó Êîøè, ò.å. p(x) = 1

π(1+x2) . Åñëè ðàññóæäàòü òàê

æå, òî, â ñèëó ÷åòíîñòè p(x),

Mξ =

+∞∫

−∞

xp(x)dx = 0.

Ýòî ðàññóæäåíèå íåâåðíî, ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûé

èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ (ïðîâåðüòå ýòî). Îíî âåðíî òîëüêî

ïî îòíîøåíèþ ê ãëàâíîìó çíà÷åíèþ èíòåãðàëà, ò.å.

V.p.

+∞∫

−∞

xp(x)dx = lim
A→+∞

A∫

−A

xp(x)dx = 0.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 14.2 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ
íå èìååò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. �àññóæäåíèÿ

ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ïðàâîìî÷íû, ïîñêîëüêó ðàññìà-

òðèâàåìûé â íåì èíòåãðàë ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû, èìåþùåé

à) ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå;

á) ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå;

â) íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (a, σ2);

ã) ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå.

Ïåðåéäåì ê îáùåìó îïðåäåëåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ. Ïóñòü ξ = ξ(ω) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðå-

äåëåííàÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F , P ).
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Îïðåäåëåíèå 14.4. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíè-

åì èëè ñðåäíèì çíà÷åíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íà-
çûâàåòñÿ ÷èñëî

Mξ =

∫

Ω

ξ(ω)dP =

∫

Ω

ξ(ω)dP (ω) =

∫

Ω

ξ(ω)P (dω).

Çäåñü èñïîëüçîâàíû òðè ðàçëè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ

èíòåãðàëà Ëåáåãà îò èçìåðèìîé îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû
F �óíêöèè ξ(ω) ïî ìåðå P .

Çàìå÷àíèå 1. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ëåáå-

ãà. Ïóñòü ξ � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ êîíå÷íûì

ìíîæåñòâîì âîçìîæíûõ çíà÷åíèé {x1, x2, . . . , xk}, Al =
{ω : ξ(ω) = xl}. Î÷åâèäíî, A1 + A2 + . . . + Ak = Ω. Åñëè

IA = IA(ω) =

{
1, åñëè ω ∈ A,

0, åñëè ω /∈ A

� èíäèêàòîð ìíîæåñòâà A (ñîáûòèÿ A), òî ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà ξ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

ξ(ω) =
k∑

l=1

xlIAl
(ω)

è ïî òåðìèíîëîãèè òåîðèè ìåðû íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé

�óíêöèåé. Èíòåãðàë Ëåáåãà îò ïðîñòîé �óíêöèè îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê

∫

Ω

ξ(ω)dP =

k∑

l=1

xlP (Al).
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Ïðè ýòîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî,

ò.å. íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîñòîé �óíê-

öèè â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè èíäèêàòîðíûõ �óíê-

öèé. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà îò ïðîñòîé

�óíêöèè ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì 14.1 ìàòåìàòè÷åñêî-

ãî îæèäàíèÿ îò äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ êîíå÷-

íûì ìíîæåñòâîì âîçìîæíûõ çíà÷åíèé.

Äàëåå èíòåãðàë Ëåáåãà îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ íåîòðèöà-

òåëüíûõ �óíêöèé ξ = ξ(ω), èçìåðèìûõ îòíîñèòåëüíî F
(íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â íàøåé òåðìèíî-

ëîãèè). Äëÿ ëþáîé òàêîé �óíêöèè ñóùåñòâóåò íåóáû-

âàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ïðîñòûõ

�óíêöèé (ξn) òàêàÿ, ÷òî ξn → ξ ïðè n → ∞, íàïðèìåð,

ìîæíî âçÿòü

ξn(ω) = fn(ξ(ω)) =

n2n∑

l=1

l − 1

2n
I{ω: l−1

2n ≤ξ(ω)< l
2n }+nI{ω: ξ(ω)≥n}.

(14.6)
Òàê êàê ∫

Ω

ξn(ω)dP ≤
∫

Ω

ξn+1(ω)dP,

òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë òàêîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåãðàëîâ. Ïî îïðåäåëåíèþ èíòå-

ãðàëîì Ëåáåãà îò íåîòðèöàòåëüíîé èçìåðèìîé îòíîñè-

òåëüíî F �óíêöèè íàçûâàåòñÿ

∫

Ω

ξ(ω)dP = lim
n→∞

∫

Ω

ξn(ω)dP,

ïðè÷åì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò îò ñïî-

ñîáà âûáîðà íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòûõ

�óíêöèé, ñõîäÿùèõñÿ ê ξ. Â ñëó÷àå, êîãäà ýòîò ïðåäåë

237



�ËÀÂÀ 1. ÒÅÎ�Èß ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ

áåñêîíå÷åí, â çàâèñèìîñòè îò óäîáñòâà ñ÷èòàþò, ÷òî èí-

òåãðàë Ëåáåãà íå ñóùåñòâóåò èëè ÷òî îí ðàâåí +∞.

Îòìåòèì, ÷òî äàííîìó îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà Ëåáå-

ãà îò íåîòðèöàòåëüíîé èçìåðèìîé �óíêöèè ýêâèâàëåíòíî

ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:

∫

Ω

ξ(ω)dP = sup
{η≤ξ}

∫

Ω

η(ω)dP,

ãäå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî ìíîæåñòâó ïðîñòûõ

íåîòðèöàòåëüíûõ èçìåðèìûõ �óíêöèé, íå ïðåâîñõîäÿ-

ùèõ ξ.
Íàêîíåö, åñëè ξ(ω) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ, èçìåðè-

ìàÿ îòíîñèòåëüíî F (ïðîèçâîëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

â íàøåé òåðìèíîëîãèè), òî ïî îïðåäåëåíèþ

∫

Ω

ξ(ω)dP =

∫

Ω

ξ+(ω)dP −
∫

Ω

ξ−(ω)dP,

ãäå ξ+ = max (ξ, 0), ξ− = −min (ξ, 0). Â çàâèñèìîñòè îò

óäîáñòâà ñ÷èòàþò, ÷òî ëèáî à) åñëè õîòÿ áû îäèí èç èíòå-

ãðàëîâ îò ξ+
èëè îò ξ− áåñêîíå÷åí, òî èíòåãðàë Ëåáåãà îò

ξ íå ñóùåñòâóåò, ëèáî á) åñëè îáà èíòåãðàëà áåñêîíå÷íû,

òî èíòåãðàë Ëåáåãà îò ξ íå ñóùåñòâóåò; åñëè ïåðâûé èí-

òåãðàë áåñêîíå÷åí, à âòîðîé êîíå÷åí, òî èíòåãðàë Ëåáåãà

îò ξ ðàâåí +∞; åñëè ïåðâûé èíòåãðàë êîíå÷åí, à âòîðîé

áåñêîíå÷åí, òî èíòåãðàë Ëåáåãà îò ξ ðàâåí −∞.

Îòìåòèì, ÷òî êîíå÷íûé èíòåãðàë Ëåáåãà îò èçìå-

ðèìîé �óíêöèè ξ(ω) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èíòåãðàë Ëåáåãà îò |ξ(ω)|.
Ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåìó ñëó÷àþ êîíå÷íîå ìàòåìàòè-

÷åñêîå îæèäàíèå Mξ ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
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M |ξ|. À òî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò êîíå÷íîå ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, îçíà÷àåò, ÷òî ξ(ω) ∈ L1(Ω,F , P ).

Íàïîìíèì òå ñâîéñòâà èíòåãðàëà, êîòîðûå ïîíàäî-

áÿòñÿ â äàëüíåéøåì. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè èñïîëüçóåì

îáîçíà÷åíèå Mξ. Â ñèëó îáùåãî îïðåäåëåíèÿ ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ëåáåãà îò

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïî âåðîÿòíîñòíîé ìåðå P � ñâîé-

ñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

1.Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íåñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ðàâíî ýòîé íåñëó÷àéíîé âåëè÷èíå: MC = C.

2. Ëèíåéíîñòü: M(aξ + bη) = aMξ + bMη, ãäå a, b �
ïîñòîÿííûå. Â ÷àñòíîñòè, ïîñòîÿííóþ (íåñëó÷àéíóþ)

âåëè÷èíó ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ.

3. Ìîíîòîííîñòü: åñëè ξ ≥ 0, òî Mξ ≥ 0.

Î÷åâèäíûìè ñëåäñòâèÿìè ñâîéñòâ 1,2 ÿâëÿþòñÿ: à) åñ-

ëè ξ ≤ η, òî Mξ ≤ Mη; á) |Mξ| ≤ M |ξ|.
Îñòàëüíûå ñâîéñòâà íå âûòåêàþò íåïîñðåäñòâåííî èç

ýëåìåíòàðíûõ ñâîéñòâ èíòåãðàëà Ëåáåãà è òðåáóþò äî-

ïîëíèòåëüíûõ ðàññóæäåíèé.

4. Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà (äëÿ ìàòåìàòè÷åñêî-

ãî îæèäàíèÿ). Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ìà-

òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0

P{|ξ| ≥ ε} ≤ M |ξ|
ε

.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àçîáüåì ïðîñòðàíñòâî Ω
íà äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè:

Ω = {ω : |ξ(ω)| ≥ ε} + {ω : |ξ(ω)| < ε}.

Â ñèëó ñâîéñòâ êîíå÷íîé àääèòèâíîñòè êàê �óíêöèè ìíî-

æåñòâà èíòåãðèðîâàíèÿ, ìîíîòîííîñòè è ñâîéñòâà

∫

A

dP = P (A)

èíòåãðàëà Ëåáåãà ïîëó÷èì:

M |ξ| =

∫

Ω

|ξ(ω)|dP =

∫

{ω: |ξ(ω)|≥ε}

|ξ(ω)|dP+

+

∫

{ω: |ξ(ω)|<ε}

|ξ(ω)|dP ≥
∫

{ω: |ξ(ω)|≥ε}

|ξ(ω)|dP ≥

≥ ε

∫

{ω: |ξ(ω)|≥ε}

dP = εP{ω : |ξ(ω)| ≥ ε}.

Òàê êàê ε > 0, òî íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà ñëåäóåò èç ïî-

ñëåäíåãî íåðàâåíñòâà. �

5. Åñëè M |ξ| = 0, òî ξ = 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç íåðàâåíñòâà ×å-

áûøåâà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ

P{|ξ| ≥ ε} = 0. Ïîýòîìó P{|ξ| < ε} = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
P{|ξ| ≤ 0} = 1. Çíà÷èò, |ξ| = 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

�

Çàìå÷àíèå 2. Âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü îáðàòèë âíè-

ìàíèå íà òî, ÷òî ïåðåõîä "äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ
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P{|ξ| < ε} = 1" âëå÷åò "P{|ξ| ≤ 0} = 1" ñäåëàí íà

èíòóèòèâíîì óðîâíå è òðåáóåò äîêàçàòåëüñòâà. Òàê êàê

P{|ξ| < ε} = 1 äëÿ ëþáîãî ε > 0, òî, â ÷àñòíîñòè,

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n áóäåò P{|ξ| < 1
n} = 1. Íî

{ω : |ξ(ω)| < 1
n} ↓ {ω : |ξ(ω)| = 0} (ïðîâåðüòå!). Ïî

ñâîéñòâó íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî P{ω : |ξ(ω)| < 1
n} → P{ω : |ξ(ω)| = 0}. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åäèíèö ðàâåí åäè-

íèöå, ïîýòîìó P{ω : |ξ(ω)| = 0} = 1. �

Ñëåäñòâèå 14.5. Åñëè ξ ≥ 0 è Mξ = 0, òî ξ = 0 ñ

âåðîÿòíîñòüþ 1.

6. Íåðàâåíñòâî Èåíñåíà. Ïóñòü g(x) � âûïóêëàÿ

âíèç áîðåëåâñêàÿ �óíêöèÿ è M |ξ| < ∞. Òîãäà

g(Mξ) ≤ Mg(ξ). (14.7)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè g(x) �
âûïóêëàÿ âíèç �óíêöèÿ, òî äëÿ ëþáîãî x0 ∈ R íàéäåòñÿ

c = c(x0) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R

g(x) ≥ g(x0) + c(x − x0),

ò.å. ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó (x0, g(x0)) íà ãðà�èêå g(x) ìîæ-
íî ïðîâåñòè ïðÿìóþ òàê, ÷òîáû ãðà�èê g(x) ëåæàë âû-

øå ýòîé ïðÿìîé. Ïðè ýòîì íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ãëàä-

êîñòü g(x) íå íàäî íàêëàäûâàòü. Íî åñëè �óíêöèÿ äè�-

�åðåíöèðóåìà, òî â êà÷åñòâå óêàçàííîé ïðÿìîé ìîæ-

íî âçÿòü êàñàòåëüíóþ. Ïîëàãàÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå

x = ξ è x0 = Mξ, ïîëó÷èì

g(ξ) ≥ g(Mξ) + c(ξ − Mξ).
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Ïî ñëåäñòâèþ à) ñâîéñòâà 3 Mg(ξ) ≥ g(Mξ).

�

7. Íåðàâåðñòâî Ëÿïóíîâà. Åñëè 0 < s < t, òî

(M |ξ|s) 1
s ≤ (M |ξ|t) 1

t .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëàãàÿ r = t/s, η = |ξ|s
è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Èåíñåíà ê �óíêöèè g(x) = |x|r,
ïîëó÷èì |Mη|r ≤ M |η|r, ò.å.

(M |ξ|s)r/s ≤ M |ξ|t,

÷òî äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî Ëÿïóíîâà. �

Çàìå÷àíèå 3. Â �óíêöèîíàëüíîì àíàëèçå ÷åðåç

Lt(Ω,F , P ) îáîçíà÷àåòñÿ ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðî-

ñòðàíñòâî �óíêöèé f(ω), òàêèõ, ÷òî f t(ω) èíòåãðèðóåìà
ïî Ëåáåãó ïî ìåðå P . Íîðìà �óíêöèè â íåì îïðåäåëÿåòñÿ

êàê

||f || =
[ ∫

Ω

|f(ω)|tdP
] 1

t
.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ íåðàâåíñòâî Ëÿïóíîâà ïðèíèìàåò

âèä

||ξ||Ls ≤ ||ξ||Lt ïðè s ≤ t.

Èç íåðàâåíñòâà Ëÿïóíîâà ñëåäóåò, ÷òî åñëè s < t, òî
Ls ⊂ Lt.

8. Åñëè ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ

êîíå÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè, òî ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà ξη èìååò êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-

äàíèå, ïðè÷åì

M(ξη) = Mξ · Mη.

242



� 14. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ýòî ñâîéñòâî äëÿ

ïðîñòûõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ξ(ω) =

k∑

i=1

xiI{ω: ξ(ω)=xi}(ω), η(ω) =

l∑

j=1

yjI{ω: η(ω)=yj}(ω).

Òîãäà ξη � òàêæå ïðîñòàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà:

ξη =

k∑

i=1

l∑

j=1

xiyjI{ω: ξ(ω)=xi, η(ω)=yj}.

Ïî îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà Ëåáåãà îò ïðîñòîé �óíêöèè

M(ξη) =

k∑

i=1

l∑

j=1

xiyjP{ω : ξ(ω) = xi, η(ω) = yj}.

Ïî êðèòåðèþ íåçàâèñèìîñòè äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí ïðè ëþáûõ xi, yj

P{ω : ξ(ω) = xi, η(ω) = yj} =

= P{ω : ξ(ω) = xi}P{ω : η(ω) = yj}.
Ïîýòîìó

M(ξη) =
k∑

i=1

l∑

j=1

xiyjP{ω : ξ(ω) = xi}P{ω : η(ω) = yj} =

=

k∑

i=1

xiP{ω : ξ(ω) = xi}
l∑

j=1

yjP{ω : η(ω) = yj} = Mξ·Mη.

Ïóñòü òåïåðü ξ è η � íåîòðèöàòåëüíûå íåçàâèñèìûå

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Äëÿ íèõ ñóùåñòâóþò íåóáûâàþùèå
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξn =
fn(ξ) è ηn = fn(η) òàêèå, ÷òî ξn → ξ è ηn → η ïðè n → ∞,

ãäå áîðåëåâñêèå �óíêöèè fn(x) îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ

(14.6). Òàê êàê ξ è η íåçàâèñèìû, òî ïðè ëþáûõ n è m
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξn = fn(ξ) è ηm = fm(η) íåçàâèñèìû
êàê áîðåëåâñêèå �óíêöèè îò íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí. Ïîñêîëüêó (ξnηn) � íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðè÷åì ξnηn → ξη,
òî ïî îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà Ëåáåãà îò íåîòðèöàòåëüíûõ

èçìåðèìûõ �óíêöèé

M(ξη) = lim
n→∞

M(ξnηn) = lim
n→∞

Mξn · Mηn = Mξ · Mη.

Íàêîíåö, åñëè ξ è η � ëþáûå íåçàâèñèìûå ñëó÷àé-

íûå âåëè÷èíû, òî ξ+ = f(ξ), ξ− = g(ξ), η+ =
f(η), η− = g(η), ãäå áîðåëåâñêèå �óíêöèè f è g
îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè f(x) = max (x, 0), g(x) =
−min (x, 0). Ïîýòîìó áóäóò íåçàâèñèìûìè ìåæäó ñîáîé

íåîòðèöàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû â êàæäîé èç ïàð

(ξ+, η+), (ξ+, η−), (ξ−, η+), (ξ−, η−). Ñëåäîâàòåëüíî,

M(ξη) = M((ξ+ − ξ−)(η+ − η−)) = M(ξ+η+)−M(ξ+η−)−

−M(ξ−η+) + M(ξ−η−) = Mξ+ · Mη+ − Mξ+ · Mη−−
−Mξ− ·Mη+ + Mξ− ·Mη− = M(ξ+ − ξ−) ·M(η+ − η−) =

= Mξ · Mη.

�

Â êóðñå �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà äîêàçûâàåòñÿ ñëå-

äóþùàÿ

244



� 14. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Òåîðåìà î çàìåíå ïåðåìåííîé â èíòåãðàëå Ëå-

áåãà.

Ïóñòü ξ = ξ(ω) � F/B-èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå âå-

ðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà (Ω,F , P ) â èçìåðèìîå ïðî-
ñòðàíñòâî (X,B), Pξ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà (X,B),
èíäóöèðóåìàÿ ξ = ξ(ω), ò.å.

Pξ(B) = P{ξ−1(B)} = P{ω : ξ(ω) ∈ B}, B ∈ B.

Òîãäà äëÿ ëþáîé B-èçìåðèìîé �óíêöèè f = f(x), x ∈ X
∫

B

f(x)dPξ =

∫

ξ−1(B)

f(ξ(ω))dP, B ∈ B, (14.8)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êàêîé-òî îäèí èç ýòèõ äâóõ

èíòåãðàëîâ ñóùåñòâóåò.

1. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðå-

äåëåííàÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F , P ), òî
îíà çàäàåò óêàçàííîå â òåîðåìå îòîáðàæåíèå â èçìåðè-

ìîå ïðîñòðàíñòâî (R,B), ãäå B � σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ R, à èíäóöèðîâàííàÿ íà íåì ìåðà ñîâïàäàåò

ñ ðàñïðåäåëåíèåì Pξ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïîýòîìó

äëÿ ëþáîé áîðåëåâñêîé �óíêöèè f(x) è ëþáîãî áîðåëåâ-

ñêîãî ìíîæåñòâà B âûïîëíÿåòñÿ (14.8). Áåðÿ B = R è

ó÷èòûâàÿ, ÷òî ξ−1(R) = Ω, ïîëó÷èì
∫

Ω

f(ξ(ω))dP =

∫

R

f(x)dPξ .

Ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèå Pξ � ýòî ìåðà, êîòîðàÿ ïîðî-

æäàåòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû ξ, òî â îáîçíà÷åíèè ýòîãî èíòåãðàëà ïðèíÿòî âìå-

ñòî ìåðû ïèñàòü ýòó �óíêöèþ è íàçûâàòü åãî èíòåãðàëîì
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Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà. Òàêèì îáðàçîì,

∫

Ω

f(ξ(ω))dP =

+∞∫

−∞

f(x)dF (x). (14.9)

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (14.9) çàäàåò çàìåíó ïåðåìåííîé

ξ(ω) = x.

Åñëè èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (14.9) àáñîëþòíî ñõî-

äèòñÿ êàê íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë �èìàíà-Ñòèëòüåñà,

òî, êàê èçâåñòíî èç òåîðèè ìåðû, îí ñóùåñòâóåò êàê èí-

òåãðàë Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà, ïðè÷åì çíà÷åíèÿ ýòèõ èíòåãðà-

ëîâ ñîâïàäàþò.

2. Â äðóãîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, åñëè ξ � ñëó÷àéíûé

n-ìåðíûé âåêòîð, îïðåäåëåííûé íà âåðîÿòíîñòíîì ïðî-

ñòðàíñòâå (Ω,F , P ), òî îí çàäàåò óêàçàííîå â òåîðåìå îòî-
áðàæåíèå â èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî (Rn,Bn), ãäå Bn

�

σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Rn
, à èíäóöèðîâàííàÿ

íà íåì ìåðà ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì Pξ = Pξ1,ξ2,... ,ξn

ýòîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé áîðåëåâ-

ñêîé �óíêöèè f(x1, x2, . . . , xn) è ëþáîãî n-ìåðíîãî áîðå-
ëåâñêîãî ìíîæåñòâà B âûïîëíÿåòñÿ (14.8). Áåðÿ B = Rn

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ξ−1(Rn) = Ω, ïîëó÷èì

∫

Ω

f(ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω))dP =

=

∫

Rn

f(x1, x2, . . . , xn)dPξ1,ξ2,... ,ξn
. (14.10)

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (14.10) çàäàåò çàìåíó ïåðåìåí-

íûõ ξ1(ω) = x1, ξ2(ω) = x2, . . . , ξn(ω) = xn.
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Êàê ñîîòíîñèòñÿ îáùåå îïðåäåëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ êàê èíòåãðàëà Ëåáåãà ñ òåìè ÷àñòíûìè îïðåäå-

ëåíèÿìè, ñ êîòîðûõ íà÷èíàëîñü íàøå èçëîæåíèå? Âûøå

ìû óæå âèäåëè, ÷òî äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé îïðåäåëåíèå ìàòåìàòè-

÷åñêîãî îæèäàíèÿ êàê èíòåãðàëà Ëåáåãà ñîâïàëî ñ îïðå-

äåëåíèåì 14.1. Åñëè ξ � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

ñî ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé, òî åå ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå

ξ =
∞∑

i=1

xiI{ω: ξ(ω)=xi}(ω).

Ïðè ýòîì

|ξ| =
∞∑

i=1

|xi|I{ω: ξ(ω)=xi}(ω).

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êàê èíòåãðàë Ëåáåãà ñóùå-

ñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò èíòåãðàë

îò ìîäóëÿ ξ. Íî ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑

i=1

|xi|P{ω : ξ(ω) = xi}.

Ïî ñâîéñòâàì èíòåãðàëà Ëåáåãà

Mξ =

∫

Ω

∞∑

i=1

xiI{ω: ξ(ω)=xi}(ω)dP =

=
∞∑

i=1

xiP{ω : ξ(ω) = xi} =
∞∑

i=1

xipi,

åñëè ïîñëåäíèé ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Ýòî ñîâïàäàåò ñ

îïðåäåëåíèåì 14.2.
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Åñëè æå ξ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ñ ïëîòíîñòüþ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ p(x), òî, ïðîèçâîäÿ â èíòåãðàëå Ëåáåãà Mξ
çàìåíó ξ(ω) = x, ïîëó÷èì (ñì. (14.9))

∫

Ω

ξ(ω)dP =

+∞∫

−∞

xdF (x). (14.11)

Òàê êàê ïî÷òè âñþäó dF (x) = p(x)dx, òî

Mξ =

+∞∫

−∞

xdF (x) =

+∞∫

−∞

xp(x)dx.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â îïðåäåëåíèè 14.3, ò.å. ïî-

ñëåäíèé èíòåãðàë ïðåäïîëàãàëñÿ ñóùåñòâóþùèì êàê àá-

ñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë �èìàíà.

Òîãäà (14.11) ñóùåñòâóåò êàê àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ èí-

òåãðàë �èìàíà-Ñòèëòüåñà, çíà÷åíèå êîòîðîãî ñîâïàäàåò

ñî çíà÷åíèåì èíòåãðàëà Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà. Èòàê, â ïðåä-

ïîëîæåíèè àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ïîëó÷èëîñü îïðåäåëå-

íèå 14.3. Çàìåòèì, ÷òî îáùåå îïðåäåëåíèå äàæå â àáñî-

ëþòíî íåïðåðûâíîì ñëó÷àå ïîçâîëÿåò íåñêîëüêî ðàñøè-

ðèòü îïðåäåëåíèå 14.3, åñëè èíòåãðàë â ýòîì îïðåäåëå-

íèè ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåãðàë Ëåáåãà ïî ìåðå Ëåáåãà

íà ïðÿìîé. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïëîòíîñòü âåðî-

ÿòíîñòè ñëåäóþùåãî âèäà:

p(x) =

{
1, åñëè x ∈ [0, 1] è x � èððàöèîíàëüíî,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Î÷åâèäíî, p(x) ≥ 0, è ïîñêîëüêó p(x) ïî÷òè âñþäó ñîâ-

ïàäàåò ñ ïëîòíîñòüþ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îò-
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ðåçêå [0, 1], òî
+∞∫

−∞

p(x)dx = 1,

ò.å. p(x) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëå-

íèÿ íåêîòîðîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû ξ. Ïðè ýòîì

Mξ =

+∞∫

−∞

xp(x)dx =

1∫

0

xp(x)dx =

1∫

0

xdx = 1/2,

åñëè ðàññìàòðèâàòü ýòîò èíòåãðàë êàê èíòåãðàë Ëåáå-

ãà, ïîñêîëüêó ïî÷òè âñþäó xp(x) = x íà [0, 1]. Â òî æå

âðåìÿ ïîñëåäíèé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ êàê

íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë �èìàíà (íàïðèìåð, ïî êðèòåðèþ

Ëåáåãà èíòåãðèðóåìîñòè ïî �èìàíó). Òàêèì îáðàçîì, ïî

îïðåäåëåíèþ 14.3 ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íå ñóùåñòâó-

åò, à ïî îáùåìó îïðåäåëåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

îíî ðàâíî 1/2, ÷òî áîëüøå ñîãëàñóåòñÿ ñ èíòóèöèåé (ïî-

ñêîëüêó ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïî÷òè âñþäó ñîâïàäàåò

ñ ïëîòíîñòüþ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå ðàññìàòðèâàåìîé âåëè÷èíû äîëæíî

ñîâïàäàòü ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ðàâíîìåðíî ðàñ-

ïðåäåëåííîé âåëè÷èíû).

Èòàê, ÷àñòíûå îïðåäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-

íèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿììè îáùåãî îïðåäåëåíèÿ

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Èç (14.9) ñëåäóåò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ìî-

æåò áûòü îïðåäåëåíî êàê èíòåãðàë Ñòèëòüåñà

Mξ =

+∞∫

−∞

xdFξ(x).
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Ïóñòü ξ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Òàê êàê

Fξ(x) = 0 äëÿ x ≤ 0, òî

Mξ =

+∞∫

0

xdFξ(x). (14.12)

Ïîñêîëüêó ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, òî îñòàòîê

∞∫
A

xdFξ(x) → 0 ïðè A → +∞. Òàê êàê

∞∫

A

xdFξ(x) ≥ A

∞∫

A

dFξ(x) = A(1 − Fξ(A)) ≥ 0,

òî A(1−Fξ(A)) → 0 ïðè A → +∞. Èíòåãðèðóÿ (14.12) ïî

÷àñòÿì, ïîëó÷èì

Mξ = −
+∞∫

0

xd[1−Fξ(x)] = −x[1−Fξ(x)]
∣∣∣
∞

0
+

+∞∫

0

[1−Fξ(x)]dx.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Mξ =

+∞∫

0

[1 − Fξ(x)]dx.

Çàäà÷à 4. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû, èìåþùåé ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå,

Mξ = −
0∫

−∞

Fξ(x)dx +

∞∫

0

[1 − Fξ(x)]dx.

Ñ�îðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû (14.9) è (14.10) â âèäå òå-

îðåì.
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Òåîðåìà î ìàòåìàòè÷åñêîì îæèäàíèè �óíêöèè

îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Åñëè f(x) � áîðåëåâñêàÿ �óíêöèÿ, òî äëÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû η = f(ξ)

Mη = Mf(ξ) =

+∞∫

−∞

f(x)dF (x),

ãäå F (x) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ. Â ÷àñòíîñòè, åñ-

ëè ξ � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ

çíà÷åíèÿ xi ñ âåðîÿòíîñòÿìè pi, òî

Mf(ξ) =
∑

xi

f(xi)pi,

à åñëè ξ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíâÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè p(x), òî

Mf(ξ) =

∞∫

−∞

f(x)p(x)dx.

Îòìåòèì, ÷òî �îðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé â èí-

òåãðàëå Ëåáåãà ïîçâîëèëà íàì âûâåñòè �îðìóëû,

ïîýâîëÿþùèå ïîäñ÷èòûâàòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

f(ξ) ïî çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ ξ áåç ïðåäâàðèòåëüíîãî

íàõîæäåíèÿ çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ f(ξ).

Òåîðåìà î ìàòåìàòè÷åñêîì îæèäàíèè �óíêöèè

îò íåñêîëüêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Åñëè f(x1, x2, . . . , xn) � áîðåëåâñêàÿ �óíêöèÿ, òî äëÿ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = f(ξ1, ξ2, . . . , ξn)

Mη = Mf(ξ1, ξ2, . . . , ξn) =

∫

Rn

f(x1, x2, . . . , xn)dPξ1,ξ2,... ,ξn
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ãäå Pξ1,ξ2,... ,ξn
� ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ. Â

÷àñòíîñòè, åñëè ξ � äèñêðåòíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð, òî

Mf(ξ1, ξ2, . . . , ξn) =

=
∑

x1,x2,... ,xn

f(x1, x2, . . . , xn)P{ξ1 = x1, ξ2 = x2 . . . , ξn = xn},

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíè-

ÿì x1, x2, . . . , xn ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn ñî-

îòâåòñòâåííî, à åñëè ξ � àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè

pξ1,ξ2,... ,ξn
(x1, x2, . . . , xn), òî

Mf(ξ1, ξ2, . . . , ξn) =

=

∫
· · ·

∫

Rn

f(x1, x2, . . . , xn)pξ1,ξ2,... ,ξn
(x1, x2, . . . , xn)dx,

ãäå dx = dx1dx2 . . . dxn.

Îòìåòèì, ÷òî �îðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé â èí-

òåãðàëå Ëåáåãà ïîçâîëèëà íàì âûâåñòè �îðìóëû,

ïîýâîëÿþùèå ïîäñ÷èòûâàòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

f(ξ1, ξ2, . . . , ξn) ïî çàêîíó ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn áåç ïðåäâàðèòåëüíîãî

íàõîæäåíèÿ çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

f(ξ1, ξ2, . . . , ξn).

Îïðåäåëåíèå 14.6.Äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû ξ = ξ(ω) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

Dξ = M(ξ − Mξ)2. (14.13)

×èñëî σξ = σ =
√

Dξ íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì êâàäðàòè-

÷åñêèì îòêëîíåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

252



� 14. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Äèñïåðñèÿ è ñðåäíåå êâäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ÿâëÿ-

þòñÿ ìåðàìè ðàçáðîñà çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âî-

êðóã ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. ×åì îíè áîëüøå, òåì

áîëüøå ðàçáðîñ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âîêðóã

ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. È, êàê áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî,

îíè ðàâíû íóëþ, êîãäà ðàçáðîñà çíà÷åíèé íåò, ò.å. âåëè-

÷èíà ïîñòîÿííà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Â ïðàêòè÷åñêèõ âîïðî-

ñàõ óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëî-

íåíèå, ïîñêîëüêó åãî ðàçìåðíîñòü ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíî-

ñòüþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, â òî âðåìÿ êàê äèñïåðñèÿ èìå-

åò ðàçìåðíîñòü êâàäðàòà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äèñ-

ïåðñèè íåîáõîäèìî, êàê ìèíèìóì, ñóùåñòâîâàíèå ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Â ñèëó ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

Dξ = M(ξ2 +(−2ξMξ)+(Mξ)2) = Mξ2−2(Mξ)2 +(Mξ)2.

Òàêèì îáðàçîì,

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2. (14.14)

Ñâîéñòâà äèñïåðñèè.

1. Äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Dξ ≥ 0.

2. Dξ = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ξ ïîñòîÿííà

ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ξ = C ñ âåðîÿòíîñòüþ

1, òî ξ2 = C2
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, Mξ =

C, Mξ2 = C2
. Â ñèëó (14.14) Dξ = 0. Îáðàòíî, åñëè

Dξ = M(ξ − Mξ)2 = 0, òî ïî ñëåäñòâèþ 1 ñâîéñòâà 5

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (ξ−Mξ)2 = 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ
1, ò.å. ξ = Mξ = C ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. �
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Âïðî÷åì ýòî ñâîéñòâî ìîæíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ñëå-

äóþùåå ñâîéñòâî.

3. Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà (äëÿ äèñïåðñèè). Äëÿ

ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé êîíå÷íóþ äèñïåð-

ñèþ ïðè ëþáîì ε > 0

P{ω : |ξ(ω) − Mξ| ≥ ε} ≤ Dξ

ε2
.

Èç íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà ñëåäóåò, ÷òî ÷åì ìåíüøå

äèñïåðñèÿ, òåì ìåíüøå âåðîÿòíîñòü áîëüøèõ îòêëîíåíèé

ξ îò Mξ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî

×åáûøåâà äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ê ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíå η = (ξ − Mξ)2, ïîëó÷èì:

P{|ξ − Mξ| ≥ ε} = P{η ≥ ε2} ≤ Mη

ε2
=

Dξ

ε2
.

�

4. Åñëè C � íåñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî D(Cξ) =
C2Dξ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ñâîéñòâ ìàòåìàòè-

÷åñêîãî îæèäàíèÿ

D(Cξ) = M(Cξ − M(Cξ))2 = M [C(ξ − Mξ)]2 =

= M [C2(ξ − Mξ)2] = C2M(ξ − Mξ)2 = C2Dξ.

�

Ïðåæäå, ÷åì �îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî,

äàäèì íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 14.7.Êîâàðèàöèåé èëè êîý��èöè-

åíòîì êîâàðèàöèè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ξ è
η íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

cov(ξ, η) = M [(ξ − Mξ)(η − Mη)] = M(ξη) − Mξ · Mη.
(14.15)

Çäåñü âòîðîå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîãî, åñëè

ïåðåìíîæèòü âûðàæåíèÿ â êðóãëûõ ñêîáêàõ è ïðèìå-

íèòü ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Èç îïðåäåëåíèé äèñïåðñèè è êîâàðèàöèè âèäíî, ÷òî

Dξ = cov(ξ, ξ).

Îïðåäåëåíèå 14.8. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η
íàçûâàþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè, åñëè cov(ξ, η) = 0.

Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû è èìåþò êî-

íå÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ, òî îíè íåêîððåëè-

ðîâàííû.

Ýòî ñëåäóåò èç (14.15) è ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ 8. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî, ÷òî

ïîêàçûâàåò ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è.

Çàäà÷à 5. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåêîððåëèðîâàííûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

5. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn èìåþò êî-

íå÷íûå äèñïåðñèè, c1, c2, . . . , cn � íåñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,

òî

D

n∑

i=1

ciξi =

n∑

i=1

n∑

j=1

cicjcov(ξi, ξj) =
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=

n∑

i=1

c2
i Dξi +

n∑

i=1

∑

j 6=i

cicjcov(ξi, ξj) =

=
n∑

i=1

c2
i Dξi + 2

n∑

i=1

∑

j<i

cicjcov(ξi, ξj).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-

Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà

|cov(ξi, ξj)| = |M [(ξi − Mξi)(ξj − Mξj)]| ≤

≤ M(ξi − Mξi)
2M(ξj − Mξj)

2 = DξiDξj

èç ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íûõ äèñïåðñèé ñëåäóåò ñóùåñòâî-

âàíèå ïîïàðíûõ êîâàðèàöèé. Ïðè ýòîì

D

n∑

i=1

ciξi = M
[ n∑

i=1

ciξi−M

n∑

i=1

ciξi

]2
= M

[ n∑

i=1

ci(ξi−Mξi)
]2

=

= M
[ n∑

i=1

ci(ξi − Mξi)
n∑

j=1

cj(ξj − Mξj)
]

=

= M

n∑

i=1

n∑

j=1

cicj(ξi−Mξi)(ξj−Mξj) =

n∑

i=1

n∑

j=1

cicjcov(ξi, ξj),

÷òî è òðåáóåòñÿ.

�

Åñëè ïîëîæèòü c1 = c2 = . . . = cn = 1 è ñ÷èòàòü, ÷òî

cov(ξi, ξj) = 0 ïðè i 6= j, òî ïîëó÷èì
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Ñëåäñòâèå 14.9. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ1, ξ2, . . . , ξn ïîïàðíî íåêîððåëèðîâàíû, òî

D

n∑

i=1

ξi =

n∑

i=1

Dξi.

Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 14.10. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ1, ξ2, . . . , ξn ïîïàðíî íåçàâèñèìû, òî

D
n∑

i=1

ξi =
n∑

i=1

Dξi.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ìàòåìàòè÷åñêîì îæèäàíèè

�óíêöèè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ê �óíêöèè f(x) = (x −
Mξ)2, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå �îðìóëû äëÿ ïîäñ÷åòà äèñ-

ïåðñèè:

Dξ =
∑

i

(xi − Mξ)2pi,

åñëè ξ � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, è

Dξ =

+∞∫

−∞

(x − Mξ)2pξ(x)dx,

åñëè ξ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Ìîæíî òàêæå âû÷èñëÿòü äèñïåðñèþ ïî �îðìóëå

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2,

ãäå äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Mξ2 =
∑

i

x2
i pi,
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à äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Mξ2 =

+∞∫

−∞

x2pξ(x)dx.

Ïðèìåðû.

1. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì Áåðíóë-

ëè Mξ = p. Òàê êàê ξ2 = ξ, òî Mξ2 = Mξ = p. Ïîýòîìó
Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 = p − p2 = pq.

2. Ïóñòü µ èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-

ìåòðàìè (n, p). Òàê êàê ðàñïðåäåëåíèå µ ñîâïàäàåò ñ ðàñ-

ïðåäåëåíèåì ÷èñëà óñïåõîâ â ñõåìå Áåðíóëëè, à ÷èñëîâûå

õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îäíîçíà÷íî îïðåäå-

ëÿþòñÿ åå çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

µ � ÷èñëî óñïåõîâ â ñõåìå n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñ

âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà â îäíîì èñïûòàíèè p. �àíåå, ïîëü-
çóÿñü îïðåäåëåíèåì, ìû ïîäñ÷èòàëè Mµ. Òàêèì æå ñïî-

ñîáîì ìîæåò áûòü ïîäñ÷èòàíà è äèñïåðñèÿ. Îäíàêî ýòè

÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè óäîáíåå ñ÷èòàòü íå ïî îïðåäå-

ëåíèþ, à ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

è äèñïåðñèè. Ïðèìåíèì ïðèåì, êîòîðûé ÷àñòî èñïîëüçó-

åòñÿ íà ïðàêòèêå.

Ïóñòü µk � ÷èñëî óñïåõîâ â k-ì èñïûòàíèè, î÷åâèäíî

µk 1 0

P p q
,

ò.å. µ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè. Ïîýòîìó Mµ =
p, Dµ = pq. Ïîñêîëüêó ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ

ñêëàäûâàåòñÿ èç ÷èñåë óñïåõîâ â êàæäîì èç ýòèõ èñïû-

òàíèé, òî µ = µ1 + µ2 + . . . + µn. Â ñèëó ñâîéñòâà ëèíåé-

íîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ Mµ = Mµ1 + Mµ2 +
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. . . + Mµn = p + p + . . . + p = np. Òàê êàê êàæäàÿ µk

ñâÿçàíà òîëüêî ñ k-ì èñïûòàíèåì, à èñïûòàíèÿ íåçàâè-

ñèìû, òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû µ1, µ2, . . . , µn íåçàâèñèìû.

Ïî ñëåäñòâèþ 14.10

Dµ = Dµ1 + Dµ2 + . . . + Dµn = pq + pq + . . . + pq = npq.

Èòàê,

Mµ = np, Dµ = npq.

3. Ïóñòü ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåò-

ðîì λ. �àíåå ìû íàøëè, ÷òî Mξ = λ. Äàëåå,

Mξ2 =
∞∑

k=0

k2 λk

k!
e−λ =

∞∑

k=1

k2 λk

k!
e−λ = λe−λ

∞∑

k=1

k
λk−1

(k − 1)!
=

= λe−λ
∞∑

k=1

[(k − 1) + 1]
λk−1

(k − 1)!
=

= λe−λ
[
λ

∞∑

k=2

λk−2

(k − 2)!
+

∞∑

k=1

λk−1

(k − 1)!

]
=

= λe−λ(λeλ + eλ) = λ(λ + 1) = λ2 + λ.

Ïîýòîìó Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 = λ2 + λ− λ2 = λ. Èòàê, äëÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà

Mξ = Dξ = λ,

ò.å. ïàðàìåòð â ðàñïðåäåëåíèè Ïóàññîíà èãðàåò îäíîâðå-

ìåííî êàê ðîëü ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, òàê è ðîëü

äèñïåðñèè.

4. Åñëè ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a, b],
òî

Mξ2 =

b∫

a

x2 · 1

b − a
dx =

a2 + ab + b2

3
,
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ñëåäîâàòåëüíî,

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 =
a2 + ab + b2

3
−

[a + b

2

]2
=

(b − a)2

12
.

Èç ýòîé �îðìóëû ñëåäóåò, ÷òî ÷åì áîëüøå ðàçáðîñàíû

çíà÷åíèÿ ðàâíîìåðíîé âåëè÷èíû âîêðóã ñðåäíåãî çíà÷å-

íèÿ, ò.å. ÷åì áîëüøå äëèíà îòðåçêà [a, b], òåì áîëüøå äèñ-

ïåðñèÿ.

5. Åñëè ξ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-

ìåòðîì λ, òî

Mξ2 =

∞∫

0

x2λe−λxdx = −
∞∫

0

x2d(e−λx) = −x2e−λx
∣∣∣
∞

0
+

+2

∞∫

0

xe−λxdx =
2

λ

∞∫

0

xλe−λxdx.

Íî

∞∫
0

λxe−λxdx =
+∞∫
−∞

xpξ(x)dx = Mξ = 1
λ . Çíà÷èò,

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 =
2

λ2
− 1

λ2
=

1

λ2
.

6. Ïóñòü ξ ∼ N(a, σ2). Ïî ëåììå î íîðìàëüíîì ðàñ-

ïðåäåëåíèè îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

ξ = σξ0 + a, (14.16)

ãäå ξ0 ∼ N(0, 1). �àíåå ìû óáåäèëèñü â òîì, ÷òî Mξ0 = 0.
Ïîýòîìó

Dξ0 = Mξ2
0 =

+∞∫

−∞

x2 1√
2π

e−
x2

2 dx = −
+∞∫

−∞

x
1√
2π

d(e−
x2

2 ) =
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= −x
1√
2π

e−
x2

2

∣∣∣
+∞

−∞
+

+∞∫

−∞

ϕ(x)dx = 1.

Â ñèëó ëèíåéíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èç (14.16)

ñëåäóåò, ÷òî Mξ = σMξ0 + a = a. Òàê êàê íåñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà a íå çàâèñèò îò ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, â

÷àñòíîñòè, îò σξ0, òî èç (14.16), ñëåäñòâèÿ 3 ñâîéñòâà 5 è

ñâîéñòâà 4 âûòåêàåò, ÷òî Dξ = σ2Dξ0+Da = σ2·1+0 = σ2
.

Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðû íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

N(a, σ2) èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë: a � ýòî ìàòåìàòè÷å-

ñêîå îæèäàíèå, à σ2
� ýòî äèñïåðñèÿ. Ïîýòîìó σ èìååò

ñìûñë ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ.

7. Òàê êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåëåííàÿ ïî

çàêîíó Êîøè, íå èìååò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, òî

îíà íå èìååò è äèñïåðñèè.

Çàäà÷à 6. Íàéäèòå äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,

èìåþùåé

à) ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå;

á) ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå;

â) ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 14.11. Íà÷àëüíûì è àáñîëþòíûì

íà÷àëüíûì ìîìåíòàìè k-ãî ïîðÿäêà íàçûâàþòñÿ

÷èñëà

bk = Mξk, µk = M |ξ|k.
Öåíòðàëüíûì è àáñîëþòíûì öåíòðàëüíûì ìî-

ìåíòàìè k-ãî ïîðÿäêà íàçûâàþòñÿ ÷èñëà

ck = M(ξ − Mξ)k, νk = M |ξ − Mξ|k.
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Â ÷àñòíîñòè, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå � çòî íà÷àëü-

íûé ìîìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà, à äèñïåðñèÿ � ýòî öåí-

òðàëüíûé ìîìåíò âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ

ïîðÿäêà ìîìåíòà ýòîò ìîìåíò íà÷èíàåò èãðàòü âñå ìåíåå

âàæíóþ ðîëü äëÿ õàðàêòåðèñòèêè çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ.

Öåíòðàëüíûå ìîìåíòû íà÷èíàþòñÿ ñ ìîìåíòà âòîðîãî ïî-

ðÿäêà (öåíòðàëüíûé ìîìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà âñåãäà ðà-

âåí 0 è íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ðàñïðå-

äåëåíèÿ). Ëåãêî âûïèñàòü �îðìóëû, âûðàæàþùèå öåí-

òðàëüíûå ìîìåíòû ÷åðåç íà÷àëüíûå:

c2 = Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 = b2 − b2
1,

c3 = M(ξ − b1)
3 = Mξ3 − 3b1Mξ2 + 3b2

1Mξ − b3
1 =

= b3 − 3b1b2 + 3b2
1b1 − b3

1 = b3 − 3b1b2 + 2b3
1

è ò.ä.

Îïðåäåëåíèå 14.12. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäà-

íèåì ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) íàçûâàåòñÿ
íåñëó÷àéíûé âåêòîð Mξ = (Mξ1,Mξ2, . . . ,Mξn). Ìàòðè-

öà ||cov(ξi, ξj)||i,j=1,n íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé êîâàðèàöèé

èëè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ.

Îòìåòèì, ÷òî íà äèàãîíàëè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû

ñòîÿò Dξ1,Dξ2, . . . ,Dξn. Êàê ìû óáåäèìñÿ ïîçæå, ýòà

ìàòðèöà ñèììåòðè÷åñêàÿ è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí-

íàÿ.

Çàäà÷à 7. Ïîêàæèòå, ÷òî êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà

ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé

ìàòðèöåé.
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Îïðåäåëåíèå 14.13. Êîý��èöèåíòîì êîððåëÿ-

öèè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ξ è η íàçûâà-

åòñÿ ÷èñëî

r = rξ,η =
cov(ξ, η)

σξ · ση
=

M [(ξ − Mξ)(η − Mη)]√
Dξ · Dη

.

Îòìåòèì, ÷òî êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè îïðåäåëåí,

êîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η èìåþò îòëè÷íûå îò íóëÿ
äèñïåðñèè (â ÷àñòíîñòè, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 îíè íå äîëæíû

áûòü ïîñòîÿííûìè).

Âûâåäåì �îðìóëó, ïîëåçíóþ äëÿ óñòàíîâëåíèÿ

ñâîéñòâ êîý��èöèåíòà êîððåëÿöèè. Â ñèëó ñâîéñòâà 5

äèñïåðñèè,

D
( ξ

σξ
± η

ση

)
=

1

σ2
ξ

Dξ +
1

σ2
η

Dη± 2

σξση
· cov(ξ, η) = 2(1± r).

(14.17)

Ñâîéñòâà êîý��èöèåíòà êîððåëÿöèè.

1. |r| ≤ 1.

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê äèñïåðñèÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû íåîòðèöàòåëüíà, òî èç (14.17) ñëåäóåò, ÷òî 1 ±
r ≥ 0, ò.å. −1 ≤ r ≤ 1.

2. |r| = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà η è ξ ñ âåðî-

ÿòíîñòüþ 1 ñâÿçàíû ëèíåéíîé �óíêöèîíàëüíîé çàâèñè-

ìîñòüþ: η = aξ + b, a 6= 0. Ïðè ýòîì r = 1 òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà a > 0, è r = −1 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà a < 0.

Ïóñòü  âåðîÿòíîñòüþ 1 η = aξ+b, a 6= 0. Òîãäà Dη =
a2Dξ, ñëåäîâàòåëüíî, ση = |a|σξ , η − Mη = a(ξ − Mξ),
îòêóäà cov(ξ, η) = M [(ξ−Mξ)(η−Mη)] = aM(ξ−Mξ)2 =
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aσ2
ξ . Ñëåäîâàòåëüíî,

r =
aσ2

ξ

σξ · |a|σξ
=

a

|a| =

{
1, åñëè a > 0,

−1, åñëè a < 0.

Îáðàòíî, ïóñòü |r| = 1. Åñëè r = 1, òî âûáèðàÿ â

(14.17) çíàê "ìèíóñ", ïîëó÷èì:

D
( ξ

σξ
− η

ση

)
= 0.

Ïî ñâîéñòâó 2 äèñïåðñèè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ

1 ïðè íåêîòîðîì C

ξ

σξ
− η

ση
= C,

îòêóäà

η =
ση

σξ
· ξ − C · ση,

ïðè÷åì a = ση/σξ > 0.
Åñëè æå r = −1, òî âûáèðàÿ â (14.17) çíàê "ïëþñ",

ïîëó÷èì:

D
( ξ

σξ
+

η

ση

)
= 0.

îòêóäà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ïðè íåêîòîðîì C

η = −ση

σξ
· ξ + C · ση,

ïðè÷åì a = −ση/σξ < 0.
3. Åñëè êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó íåçàâèñè-

ìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè îïðåäåëåí, òî îí ðàâåí

íóëþ.

Ýòî ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî íàìè �àêòà, ÷òî íåçàâèñè-

ìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ êîíå÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè

îæèäàíèÿìè ÿâëÿþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè.

264



� 15. Âèäû ñõîäèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

x0 x0 x0

r 1,

r   -1,

y r 0 y y

r<0

x0

y

x0

y
r=1

r=-1

x0

y

>r 0

�èñ.5

Êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè õàðàêòåðèçóåò òåíäåíöèþ ê

ëèíåéíîé �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ñëó÷àé-

íûìè âåëè÷èíàìè. ×åì áëèæå |r| ê 1, òåì áîëüøå ýòà

òåíäåíöèÿ; ïðè çíà÷åíèÿõ |r|, áëèçêèõ ê 0, òàêàÿ òåíäåí-
öèÿ ïðîïàäàåò. Â ñèëó ñâîéñòâà 2 ïðè |r| = 1 ýòà òåí-

äåíöèÿ ïåðåõîäèò â ñòðîãóþ ëèíåéíóþ �óíêöèîíàëüíóþ

çàâèñèìîñòü ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Êà÷åñòâåí-

íîå ïðåäñòàâëåíèå î âåëè÷èíå êîý��èöèåíòà êîððåëÿöèè

ìîæíî ïîëó÷èòü íà îñíîâàíèè ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ �

ðåçóëüòàòàõ èçìåðåíèé (xi, yi) çíà÷åíèé ñëó÷àéíîãî âåê-

òîðà (ξ1, ξ2), èçîáðàæåííûõ íà �èñ.5.
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� 15. Âèäû ñõîäèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ïóñòü ξ, ξ1, ξ2, . . . � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îïðåäåëåííûå

íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω, F, P ).

Îïðåäåëåíèå 15.1. �îâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ξn) ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ (îáîçíà÷åíèå ξn
P→ ξ), åñëè äëÿ

ëþáîãî ε > 0 P{ω : |ξn(ω)−ξ(ω)| ≥ ε} → 0 ïðè n → ∞.

Ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ñõîäèìî-

ñòè ïî âåðîÿòíîñòíîé ìåðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðè-

ìûõ îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû F �óíêöèé (ξn(ω)) ê èçìå-

ðèìîé �óíêöèè ξ(ω).
Çàìåòèì, ÷òî �èãóðèðóþùåå â îïðåäåëåíèè 15.1 òðå-

áîâàíèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî P{ω : |ξn(ω) − ξ(ω)| <
ε} → 1 ïðè n → ∞. Òàêèì îáðàçîì, ñõîäèìîñòü ïî âå-

ðîÿòíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ n ñ âåðîÿòíîñòüþ,

ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê 1, ξn è ξ áóäóò ñêîëü óãîäíî ìàëî
îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà.

Òåîðåìà 15.2. Ïóñòü ξn
P→ a, ηn

P→ b, à áîðåëåâ-

ñêàÿ �óíêöèÿ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ f(x, y)

íåïðåðûâíà â òî÷êå (a, b). Òîãäà f(ξn, ηn)
P→ f(a, b).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê f íåïðåðûâíà â

òî÷êå (a, b), òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå,

÷òî åñëè |x − a| < δ, |y − b| < δ, òî |f(x, y) − f(a, b)| < ε.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè |f(ξn, ηn)−f(a, b)| ≥ ε, òî íàðóøèòñÿ
õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ |ξn − a| < δ, |ηn − b| < δ,
ò.å. âûïîëíèòñÿ õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ |ξn − a| ≥
δ, |ηn − b| ≥ δ. Ïîýòîìó

{ω : |f(ξn(ω), ηn(ω)) − f(a, b)| ≥ ε} ⊂

266



� 15. Âèäû ñõîäèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

⊂ {ω : |ξn(ω) − a| ≥ δ} ∪ {ω : |ηn(ω) − b| ≥ δ}.
Ïî ñâîéñòâàì âåðîÿòíîñòè

P{ω : |f(ξn(ω), ηn(ω)) − f(a, b)| ≥ ε} ≤

≤ P{{ω : |ξn(ω) − a| ≥ δ} ∪ {ω : |ηn(ω) − b| ≥ δ}} ≤
≤ P{ω : |ξn(ω) − a| ≥ δ} + P{ω : |ηn(ω) − b| ≥ δ}.

Òàê êàê ξn
P→ a, ηn

P→ b, òî ïî îïðåäåëåíèþ ñõîäèìîñòè

ïî âåðîÿòíîñòè êàæäîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåä-

íåãî íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè

êàæäîì ε > 0

P{ω : |f(ξn(ω), ηn(ω)) − f(a, b)| ≥ ε} → 0.

Ïî îïðåäåëåíèþ ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè ýòî îçíà÷àåò,

÷òî f(ξn, ηn)
P→ f(a, b). �

Ïîëàãàÿ f(x, y) = x + y, x − y, xy, x/y, ïîëó÷àåì
ñâîéñòâà ïðåäåëà ïî âåðîÿòíîñòè, àíàëîãè÷íûå ñâîé-

ñòâàì îáû÷íûõ ïðåäåëîâ.

Ñëåäñòâèå 15.3. Åñëè ξn
P→ a, ηn

P→ b, òî

1) ξn + ηn
P→ a + b; 2) ξn − ηn

P→ a− b; 3) ξn · ηn
P→ a · b;

4)
ξn

ηn

P→ a

b
, åñëè b 6= 0.

Çàäà÷à 1. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ξn
P→ ξ, ηn

P→ η, òî

ξn + ηn
P→ ξ + η, ξn − ηn

P→ ξ − η, ξn · ηn
P→ ξ · η, à

åñëè äîïîëíèòåëüíî P{ω : η(ω) 6= 0} = 1, òî ξn/ηn
P→ ξ/η.
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Îïðåäåëåíèå 15.4. �îâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ξn) ñõîäèòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå

ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ (îáîçíà÷åíèå ξn
ï.í.→ ξ), åñëè

P{ω : lim
n→∞

ξn(ω) 6= ξ(ω)} = 0.

Ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ñõîäèìî-

ñòè ïî÷òè âñþäó îòíîñèòåëüíî âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû F
�óíêöèé (ξn(ω)) ê èçìåðèìîé �óíêöèè ξ(ω).

Èç òåîðèè ìåðû èçâåñòíî, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ïî÷òè

âñþäó ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïî ìåðå. Ïîýòîìó èç ñõîäèìî-

ñòè ïî÷òè íàâåðíîå âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî �èãóðèðóþùåå â îïðåäåëåíèè 15.4

òðåáîâàíèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî P{ω : lim
n→∞

ξn(ω) =

ξ(ω)} = 1. Òàêèì îáðàçîì, ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå

îçíà÷àåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξn

ñõîäèòñÿ ê ξ.

Çàäà÷à 2. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ξn
ï.í.→ ξ, ηn

ï.í.→ η, òî
ξn + ηn

ï.í.→ ξ + η, ξn − ηn
ï.í.→ ξ − η, ξn · ηn

ï.í.→ ξ · η, à åñëè
äîïîëíèòåëüíî P{ω : η(ω) 6= 0} = 1, òî ξn/ηn

ï.í.→ ξ/η.

Îïðåäåëåíèå 15.5. �îâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ξn) ñõîäèòñÿ â ñðåäíåì ïîðÿäêà

p (p ≥ 1) ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ (îáîçíà÷åíèå ξn
Lp→ ξ),

åñëè M |ξn − ξ|p → 0 ïðè n → ∞.

Åñëè Lp = Lp(Ω, F, P ) � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå

ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé ξ(ω), äëÿ êîòîðûõ ξp
èíòåãðèðó-

åìà ïî Ëåáåãó ïî ìåðå P , ñ íîðìîé ||ξ|| = (M |ξ|p)
1
p
, òî

ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì ïîðÿäêà p ÿâëÿåòñÿ ñõîäèìîñòüþ
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ïî ýòîé íîðìå. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ïî-

÷òè âñþäó íå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì ïîðÿäêà p, à
èç ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì ïîðÿäêà p íå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü
ïî÷òè âñþäó. Ñëåäîâàòåëüíî, íè îäíà èç ñõîäèìîñòåé (ïî-

÷òè íàâåðíîå è â ñðåäíåì ïîðÿäêà p) íå ÿâëÿåòñÿ áîëåå

ñèëüíîé, ÷åì äðóãàÿ.

Ïðè p = 2 ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì ïîðÿäêà p íàçûâàþò

ñõîäèìîñòüþ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì, à òîò �àêò, ÷òî

ξn
L2→ ξ, çàïèñûâàþò òàêæå â âèäå ξ = l. i. m.

n→∞
ξn (limit in

mean).

Çàäà÷à 3. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ξn
Lp→ ξ, ηn

Lp→ η, òî

ξn + ηn
Lp→ ξ + η, ξn − ηn

Lp→ ξ − η, ξn · ηn
Lp→ ξ · η, à åñëè

äîïîëíèòåëüíî P{ω : η(ω) 6= 0} = 1, òî ξn/ηn
Lp→ ξ/η.

Óêàçàíèå. Èñïîëüçîâàòü òîò �àêò, ÷òî ñõîäèìîñòü

â ñðåäíåì ïîðÿäêà p, p ≥ 1, ÿâëÿåòñÿ ñõîäèìîñòüþ ïî

íîðìå Lp.

Óòâåðæäåíèå 15.6. Åñëè ξn
Lp→ ξ, òî ξn

P→ ξ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà

äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé

0 ≤ P{|ξn − ξ| ≥ ε} = P{|ξn − ξ|p ≥ εp} ≤ M |ξn − ξ|p
εp

→ 0

ïðè n → ∞, ÷òî è òðåáóåòñÿ. �

Îïðåäåëåíèå 15.7. �îâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ (Fn(x)) ñëàáî ñõîäèòñÿ

èëè ñõîäèòñÿ â îñíîâíîì ê íåóáûâàþùåé �óíêöèè

F (x) (îáîçíà÷åíèå Fn(x) ⇒ F (x)), åñëè Fn(x) → F (x)
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â êàæäîé òî÷êå x ∈ R, â êîòîðîé ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ

F (x) íåïðåðûâíà.

Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ 15.7 ïðåäåëüíàÿ

�óíêöèÿ F (x) íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ðàñïðå-
äåëåíèÿ. Íàïðèìåð, åñëè ξn ≡ n, Fn(x) = P{ξn < x}, òî
Fn(x) ⇒ 0, à �óíêöèÿ F (x) ≡ 0 íå ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé

ðàñïðåäåëåíèÿ (òàê êàê F (+∞) = 0 6= 1). Â íåêîòîðûõ

ó÷åáíèêàõ â îïðåäåëåíèè 15.7 âûáðàñûâàåòñÿ òðåáîâàíèå

ìîíîòîííîñòè ïðåäåëüíîé �óíêöèè F , ÷òî ìîæåò ïðèâå-
ñòè ê íåäîðàçóìåíèÿì. Â ÷àñòíîñòè, áåç ýòîãî òðåáîâàíèÿ

ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëàáî

ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè Äèðèõëå

F (x) =

{
1, åñëè x ðàöèîíàëüíî,

0, åñëè x èððàöèîíàëüíî,

ïîñêîëüêó âñå åå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ðàçðûâà, à

ìíîæåñòâî òî÷åê íåïðåðûâíîñòè ïóñòî. Â ïðèíÿòîì íàìè

îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ïðåäåëüíîé �óíê-

öèè íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî; ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî òî÷åê

íåïðåðûâíîñòè âñþäó ïëîòíî íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Ïóñòü

F ∗(x) = sup
y<x, y∈C(F )

F (y),

ãäå C(F ) � ìíîæåñòâî òî÷åê íåïðåðûâíîñòè F (x). Ôóíê-
öèÿ F ∗

� íåóáûâàþøàÿ è íåïðåðûâíà ñëåâà, ïðè÷åì

åå ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

òî÷åê ðàçðûâà F . Çíà÷èò, Fn(x) ⇒ F (x) â òîì è òîëüêî

òîì ñëó÷àå, êîãäà Fn(x) ⇒ F ∗(x) (áîëåå ñòðîãîå äîêà-

çàòåëüñòâî âûøåñêàçàííîãî ïðèâîäèòñÿ â ïðèëîæåíèè).

Ïîýòîìó, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

â îïðåäåëåíèè ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ
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� íåóáûâàþùàÿ è íåïðåðûâíà ñëåâà. Îíà ìîæåò, ñëåäî-

âàòåëüíî, îêàçàòüñÿ íå �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ òîëüêî

çà ñ÷åò íàðóøåíèÿ ñâîéñòâà F (−∞) = 0, F (+∞) = 1.

Îïðåäåëåíèå 15.8. �îâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ξn) ñëàáî ñõîäèòñÿ èëè

ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ
(îáîçíà÷åíèå ξn ⇒ ξ), åñëè Fξn

(x) ⇒ Fξ(x).

Òåîðåìà 15.9. Åñëè ξn
P→ ξ, òî ξn ⇒ ξ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ Fn(x) =
Fξn

(x), F (x) = Fξ(x). Ïóñòü x′ < x < x′′
. Ïîêàæåì, ÷òî

F (x′) ≤ lim inf
n→∞

Fn(x) ≤ lim sup
n→∞

Fn(x) ≤ F (x′′). (15.1)

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî F (x′) ≤ lim inf
n→∞

Fn(x). Èìååì:

F (x′) = P{ξ < x′} = P{ξ < x′, ξn < x}+

+P{ξ < x′, ξn ≥ x} ≤ P{ξn < x} + P{|ξn − ξ| ≥ x − x′} =

= Fn(x) + P{|ξn − ξ| ≥ x − x′},

ò.å. F (x′) − P{|ξn − ξ| ≥ x − x′} ≤ Fn(x). Òàê êàê ξn
P→ ξ,

òî P{|ξn − ξ| ≥ x − x′} → 0 ïðè n → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî,

F (x′) = lim
n→∞

[F (x′) − P{|ξn − ξ| ≥ x − x′}] =

= lim inf
n→∞

[F (x′) − P{|ξn − ξ| ≥ x − x′}] ≤

≤ lim inf
n→∞

Fn(x).

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî F (x′′) ≥ lim sup
n→∞

Fn(x). Èìååì:

1 − F (x′′) = P{ξ ≥ x′′} = P{ξ ≥ x′′, ξn < x}+
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+P{ξ ≥ x′′, ξn ≥ x} ≤ P{ξn ≥ x}+P{|ξn − ξ| ≥ x′′−x} =

= 1 − Fn(x) + P{|ξn − ξ| ≥ x′′ − x},
îòêóäà F (x′′) + P{|ξn − ξ| ≥ x′′ − x} ≥ Fn(x). Ïîýòî-
ìó F (x′′) ≥ lim sup

n→∞
Fn(x). Òàê êàê íèæíèé ïðåäåë âñåãäà

ìåíüøå âåðõíåãî, òî (15.1) äîêàçàíî.

Ïåðåõîäÿ â (15.1) ê ïðåäåëó ïðè x′ ↑ x, x′′ ↓ x,
ïîëó÷èì:

F (x) ≤ lim inf
n→∞

Fn(x) ≤ lim sup
n→∞

Fn(x) ≤ F (x + 0).

Åñëè x � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè F , òî F (x) = F (x + 0).
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò lim

n→∞
Fn(x) = F (x). Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî Fn(x) ⇒ F (x), ò.å. ξn ⇒ ξ. �

Ñîáèðàÿ âìåñòå ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû, ïîëó-

÷àåì ñëåäóþùóþ äèàãðàììó, õàðàêòåðèçóþùóþ ñîîòíî-

øåíèÿ ìåæäó ââåäåííûìè ÷åòûðüìÿ âèäàìè ñõîäèìîñòè

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

ï. í.

Lp

p>0

P
n

n

n n

Çàäà÷à 4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî èç

ñëàáîé ñõîäèìîñòè íå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè.

Îäíàêî â òîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ïðåäåëüíàÿ âå-

ëè÷èíà íå ñëó÷àéíà, ýòè âèäû ñõîäèìîñòè ýêâèâàëåíòíû.
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Ëåììà î ñëàáîé ñõîäèìîñòè ê êîíñòàíòå. Åñëè

ξn ⇒ C, òî ξn
P→ C.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ξn ⇒ C, òî

Fn(x) = Fξn
(x) →

{
1, åñëè x > C,

0, åñëè x < C.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0

P{|ξn − C| ≥ ε} = 1 − P{C − ε < ξn < C + ε} =

= 1 − (Fn(C + ε) − Fn(C − ε + 0)) → 1 − (1 − 0) = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ξn
P→ C. �.

Ëåììà î ñëàáîé ñõîäèìîñòè �óíêöèé ðàñïðå-

äåëåíèÿ ê íåïðåðûâíîé �óíêöèè. Åñëè ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëàáî ñõîäèòñÿ ê

íåïðåðûâíîé �óíêöèè, òî îíà ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà

R ê ýòîé �óíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî âûíîñèòñÿ â ïðèëîæåíèå. Çàìåòèì,

÷òî çäåñü óæå ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé

ðàñïðåäåëåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èç ìîíîòîííîñòè Fn(x)
ñëåäóåò ìîíîòîííîñòü F (x). Â ñèëó ëåììû ∀ε > 0 ∃N
òàêîå, ÷òî ∀x ∈ R è ∀n > N âûïîëíÿåòñÿ |Fn(x) −
F (x)| < ε. Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäå-

ëó ïðè x → −∞ è x → +∞, ïîëó÷èì, ÷òî | −F (−∞)| < ε
è |1 − F (+∞)| < ε. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî F (−∞) = 0, F (+∞) = 1.

� 16. Çàêîíû áîëüøèõ ÷èñåë

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ ïðîâîäèò-

ñÿ n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, â êîòîðûõ èçìåðÿåòñÿ
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íåêîòîðàÿ �èçè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ a. Îáû÷íî èçìåðåíèÿ

ïîäâåðæåíû ñëó÷àéíûì îøèáêàì, òàê ÷òî ðåçóëüòàò

k-ãî èçìåðåíèÿ ξk = a + δk îòëè÷àåòñÿ îò èçìåðÿåìîé

âåëè÷èíû íà ñëó÷àéíóþ îøèáêó δk, k = 1, n. Ïóñòü
ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ëèøåíû ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè,

ò.å. ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû δk èìåþò íóëåâîå ìàòåìàòè÷å-

ñêîå îæèäàíèå (åñëè ðå÷ü èäåò î âçâåøèâàíèè ïðîäàâöîì

òîâàðà, òî ðåçóëüòàòû ÷åñòíîãî ïðîäàâöà ëèøåíû ñè-

ñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè � îäíîìó íåäîâåñèë, äðóãîìó

ïåðåâåñèë, íî â ñðåäíåì íå îáìàíûâàåò). Î÷åâèäíî,

Mξk = a. Ïóòåì ìíîãîâåêîâîé ïðàêòèêè ïðèíÿòî â êà-

÷åñòâå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû a áðàòü

ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé

1
n

n∑
k=1

ξk.

Âîçíèêàåò çàêîííûé âîïðîñ, íàñêîëüêî ìîãóò îòëè÷àòüñÿ

ýòè âåëè÷èíû. Õîòåëîñü áû, ÷òîáû ðàçíèöà ìåæäó íèìè

áûëà ìàëà, ò.å. ÷òîáû îíà ïðè n → ∞ ñòðåìèëàñü â

íåêîòîðîì ñìûñëå ê íóëþ. Â áîëåå îáùèõ ñëó÷àÿõ,

÷åì â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξk

ìîãóò èìåòü ðàçíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ. Ïîýòîìó

ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 16.1. �îâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , îïðåäåëåííûõ íà îäíîì è

òîì æå âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F , P ), óäîâëå-
òâîðÿåò çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë, åñëè

1

n

n∑

k=1

ξk − 1

n

n∑

k=1

Mξk
P→ 0,

è óñèëåííîìó çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë, åñëè

1

n

n∑

k=1

ξk − 1

n

n∑

k=1

Mξk
ï.í.→ 0.
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Òàê êàê èç ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåðíîå ñëåäóåò ñõîäè-

ìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè, òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí óäîâëåòâîðÿåò óñèëåííîìó çàêîíó áîëü-

øèõ ÷èñåë, òî îíà óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë.

Ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìîòðåííîìó ïðèìåðó ïðàâèëî

áðàòü â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû ñðåä-

íåå àðè�ìåòè÷åñêîå èçìåðåíèé áóäåò îáîñíîâàíî, åñëè

óäàñòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðåíèé

óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë. Ïîýòîìó âîçíèêàåò

âîïðîñ î òîì, êàêèå óñëîâèÿ íàäî íàëîæèòü íà ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû, ÷òîáû èõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿëà

çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 16.2 (çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â �îðìå

×åáûøåâà). Åñëè (ξn) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàð-

íî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ êîíå÷-

íûå ðàâíîìåðíî ïî n îãðàíè÷åííûå äèñïåðñèè (ò.å. ñó-

ùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C, òàêàÿ ÷òî Dξn ≤ C äëÿ âñåõ

n), òî îíà óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà

è ñâîéñòâ äèñïåðñèèè äëÿ êàæäîãî ε > 0

0 ≤ P
{∣∣∣

1

n

n∑

k=1

ξk − 1

n

n∑

k=1

Mξk

∣∣∣ ≥ ε
}
≤

≤
D

(
1
n

n∑
k=1

ξk

)

ε2
≤ C

nε2
→ 0.

Ïî òåîðåìå "î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ"

P
{∣∣∣

1

n

n∑

k=1

ξk − 1

n

n∑

k=1

Mξk

∣∣∣ ≥ ε
}
→ 0.
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Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξn) óäîâëåòâîðÿåò

çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë. �

Òåîðåìà 16.3 (çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â �îðìå

Áåðíóëëè). Ïóñòü µ � ÷èñëî óñïåõîâ â ñõåìå Áåðíóëëè,

n � ÷èñëî èñïûòàíèé, p � âåðîÿòíîñòü óñïåõà â îäíîì

èñïûòàíèè. Òîãäà

µ

n
P→ p.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç µk ÷èñëî

óñïåõîâ â k-îì èñïûòàíèè. Ýòà âåëè÷èíà èìååò ðàñïðåäå-

ëåíèå Áåðíóëëè, ñëåäîâàòåëüíî, Dµk = pq = C. Ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû µ1, µ2, . . . íåçàâèñèìû è èìåþò ðàâíîìåð-

íî îãðàíè÷åííûå äèñïåðñèè. Ïî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë â

�îðìå ×åáûøåâà

µ

n
=

1

n

n∑

k=1

µk
P→ Mµk = p.

�

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî pq = p(1 − p) = −(p − 1/2)2 + 1/4 ≤
1/4, â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ

îöåíêó:

P
{∣∣∣

µ

n
− p

∣∣∣ ≥ δ
}
≤

D
(

µ
n

)

δ2
=

pq

nδ2
≤ 1

4nδ2
, (16.1)

êîòîðàÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ ÷óòü ïîçæå.

Èç ýòîé îöåíêè è òåîðåìû "î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ"

ñðàçó âûòåêàåò çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â �îðìå Áåðíóëëè.

Èìåííî ñòàòèñòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü îòíîñèòåëüíîé

÷àñòîòû ñîáûòèÿ ñëóæèëà íàì îòïðàâíîé òî÷êîé ïðè
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àêñèîìàòèçàöèè âåðîÿòíîñòè. Âûïîëíåíèå çàêîíà áîëü-

øèõ ÷èñåë â �îðìå Áåðíóëëè ïîêàçûâàåò ðàçóìíîñòü

ââåäåííîé àêñèîìàòèêè, èáî â åå ðàìêàõ ïîêàçàíî, ÷òî

â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ñîáûòèÿ

ñòàáèëèçèðóåòñÿ âîêðóã åãî âåðîÿòíîñòè, à èìåííî, ñ

âåðîÿòíîñòüþ, ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê åäèíèöå, îíà

ñêîëü óãîäíî ìàëî îòêëîíÿåòñÿ îò ýòîé âåðîÿòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 16.4. Âåðõíèì ïðåäåëîì ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ñîáûòèé An íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå

lim supAn =
∞⋂

n=1

∞⋃

k=n

Ak.

Åñëè ýòî ñîáûòèå ïðîèñõîäèò, òî ïðîèñõîäèò áåñêîíå÷-

íîå ÷èñëî ñîáûòèé Ak (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ êàêîãî-òî

n íå ïðîèçîéäåò

∞⋃
k=n

Ak). Îáðàòíî, åñëè ïðîèñõîäèò

áåñêîíå÷íîå ÷èñëî Ak, òî äëÿ êàæäîãî n ïðîèñõîäèò

õîòÿ áû îäíî èç ñîáûòèé An, An+1, . . . . Òàêèì îáðàçîì,

lim supAn � ñîáûòèå, ñîñòîÿøåå â òîì, ÷òî ïðîèçîéäåò

áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîáûòèé èç A1, A2, . . . .

Ëåììà Áîðåëÿ-Êàíòåëëè.

1. Åñëè

∞∑
n=1

P (An) < ∞, òî P (lim supAn) = 0.

2. Åñëè

∞∑
n=1

P (An) = ∞ è ñîáûòèÿ A1, A2, . . . íåçàâè-

ñèìû, òî P (lim supAn) = 1.

Ñîáûòèÿ A1, A2, . . . íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè

äëÿ ëþáîãî n ñîáûòèÿ A1, A2, . . . , An íåçàâèñèìû.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Òàê êàê

∞⋃
k=n

Ak ↓
∞⋂

n=1

∞⋃
k=n

Ak,

òî

P (lim supAn) = P
( ∞⋂

n=1

∞⋃

k=n

Ak

)
= lim

n→∞
P

( ∞⋃

k=n

Ak

)
≤

≤ lim
n→∞

∞∑

k=n

P (Ak) = 0.

2. �àññìîòðèì �óíêöèþ ϕ(x) = ln (1 − x) + x, 0 ≤
x < 1. Òàê êàê ϕ′(x) = x

x−1 ≤ 0, òî ϕ(x) íå âîçðàñòàåò,
ϕ(0) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(x) ≤ 0. Èòàê,

ln (1 − x) ≤ −x, åñëè 0 ≤ x < 1. (16.2)

Òàê êàê ñîáûòèÿ A1, A2, . . . íåçàâèñèìû, òî äëÿ ëþáî-
ãî N ≥ n

P
( N⋂

k=n

Ak

)
=

N∏

k=n

P (Ak).

Íî

N⋂
k=n

Ak ↓
∞⋂

k=n

Ak ïðè N → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî,

P
( ∞⋂

k=n

Ak

)
= lim

N→∞
P

( N⋂

k=n

Ak

)
=

∞∏

k=n

P (Ak).

Òàê êàê Ak, k ≥ 1, íåçàâèñèìû, òî P (Ak) 6= 1. Èñïîëüçóÿ
(16.2), ïîëó÷èì

ln P
( ∞⋂

k=n

Ak

)
=

∞∑

k=n

ln [1 − P (Ak)] ≤ −
∞∑

k=n

P (Ak) = −∞.
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Ïîýòîìó P
( ∞⋂

k=n

Ak

)
= 0. Ïåðåõîäÿ ê ïðîòèâîïîëîæíîìó

ñîáûòèþ è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè, ïîëó-

÷èì P
( ∞⋃

k=n

Ak

)
= 1. Çíà÷èò,

P (lim sup An) = lim
n→∞

P
( ∞⋃

k=n

Ak

)
= 1.

�

Âûâåäåì îäíî ïîëåçíîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìî-

ñòè ïî÷òè íàâåðíîå. Èìååì,

ξn(ω) → ξ(ω) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ ε > 0 ∃ n ∈ N òàêîå, ÷òî ∀ k ≥ n âûïîëíÿåòñÿ

|ξk(ω) − ξ(ω)| < ε.

Ïîýòîìó

ξn(ω) → ξ(ω) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ m ∈ N ∃ n ∈ N òàêîå, ÷òî ∀ k ≥ n âûïîëíÿåòñÿ

|ξk(ω) − ξ(ω)| <
1

m
.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî ∀ε > 0,
òî îíî âûïîëíåíî äëÿ ε = 1

m , à åñëè îíî âûïîëíåíî ∀m,

òî ïîñêîëüêó ∀ε > 0 ∃m òàêîå, ÷òî

1
m < ε, òî |ξk − ξ| <

1
m < ε, ò.å. îíî âûïîëíåíî ∀ε > 0. Çíà÷èò,

ξn(ω) 9 ξ(ω) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∃ m ∈ N

òàêîå, ÷òî ∀ n ∈ N ∃ k ≥ n, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ
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|ξk(ω) − ξ(ω)| ≥ 1

n
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

{ω : ξn(ω) 9 ξ(ω)} =

∞⋃

m=1

∞⋂

n=1

∞⋃

k=n

{
ω : |ξk(ω)−ξ(ω)| ≥ 1

m

}
.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåð-

íîå. Åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=1

P{ω :

|ξn(ω) − ξ(ω)| ≥ ε}, òî ξn
ï.í.→ ξ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Aε
n = {ω : |ξn(ω) −

ξ(ω)| ≥ ε}. Ïî óñëîâèþ
∞∑

n=1
P (Aε

n) < ∞. Ïî ëåììå Áîðåëÿ-

Êàíòåëëè P (lim sup Aε
n) = 0, ò.å. P

( ∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Aε
k

)
= 0. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ∀m ∈ N âûïîëíÿåòñÿ P
( ∞⋂

n=1

∞⋃
k=n

A
1
m

k

)
= 0,

ò. å. P
{
ω :

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

{
ω : |ξk(ω) − ξ(ω)| ≥ 1

m

}}
= 0 ∀m ∈

N. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

P{ω : ξn(ω) 9 ξ(ω)} =

= P
( ∞⋃

m=1

∞⋂

n=1

∞⋃

k=n

{
ω : |ξk(ω) − ξ(ω)| ≥ 1

m

})
≤

≤
∞∑

m=1

P
( ∞⋂

n=1

∞⋃

k=n

{
ω : |ξk(ω) − ξ(ω)| ≥ 1

m

})
= 0.

�
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Óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â �îðìå Áî-

ðåëÿ. Åñëè µ � ÷èñëî óñïåõîâ â ñõåìå n íåçàâèñèìûõ

èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p, òî

µ

n

ï.í.→ p.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü

µ∗
n =

µ

n
=

1

n

n∑

k=1

µk,

ãäå µk � ÷èñëî óñïåõîâ â k-ì èñïûòàíèè. Òîãäà Mµ∗
n =

1
nMµ = p, Dµ∗

n = 1
n2 Dµ = pq

n . Â ñèëó íåðàâåíñòâà

×åáûøåâà

∞∑

k=1

P{|µ∗
k2 − p| ≥ ε} ≤

∞∑

k=1

Dµ∗
k2

ε2
=

pq

ε2

∞∑

k=1

1

k2
< ∞;

ïî äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåðíîå

µ∗
k2

ï.í.→ p.

Äàëåå, ∀n ∃k = k(n) òàêîå, ÷òî k2 ≤ n < (k+1)2. Ïðè
ýòîì 0 ≤ n−k2 ≤ 2k è k → ∞ ïðè n → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî,

|µ∗
n−µ∗

k2| =
∣∣∣
1

n

n∑

j=1

µj−
1

k2

k2∑

j=1

µj

∣∣∣ =
∣∣∣
1

n

k2∑

j=1

µj+
1

n

n∑

j=k2+1

µj−

− 1

k2

k2∑

j=1

µj

∣∣∣ =
n − k2

nk2

k2∑

j=1

µj +
1

n

n∑

j=k2+1

µj ≤
2

nk

k2∑

j=1

µj+

+
1

n

n∑

j=k2+1

µj ≤
2k

n
+

n − k2

n
≤ 4k

n
≤ 4

k
.
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Ïóñòü N = {ω : µk2(ω) → p}. Òàê êàê µk2
ï.í.→ p, òî

P (N) = 1. Ïîñêîëüêó

0 ≤ |µ∗
n − p| ≤ |µ∗

n − µ∗
k2| + |µ∗

k2 − p| ≤ 4

k
+ |µ∗

k2 − p|

è íà ìíîæåñòâå N âûïîëíÿåòñÿ µk2 → p, òî ïî òåîðåìå î
äâóõ ìèëèöèîíåðàõ íà ìíîæåñòâå N áóäåò µ∗

n → p. Ýòî è
îçíà÷àåò, ÷òî µ∗

n
ï.í.→ p.

�

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà áîëåå îáùèé óñèëåííûé

çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîãî ÿâëÿåò-

ñÿ çàêîí â �îðìå Áîðåëÿ, à òàêæå íåðàâåíñòâî, êîòîðîå

èñïîëüçóåòñÿ ïðè åãî äîêàçàòåëüñòâå.

Íåðàâåíñòâî Êîëìîãîðîâà. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn �

íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, Mξk = 0, Mξ2
k <

∞, Sk =
k∑

l=1

ξl, k = 1, n. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0

P
{

max
1≤k≤n

|Sk| ≥ ε
}
≤ MS2

n

ε2
.

Óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â �îðìå Êîë-

ìîãîðîâà. Ïóñòü ξn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñè-

ìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ (ò.å. èìåþùèõ îäèí è

òîò æå çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äëÿ

òîãî, ÷òîáû

1

n

n∑

k=1

ξk
ï.í.→ a,
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ãäå a � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-

íî, ÷òîáû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . èìåëè êîíå÷íîå
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Mξk = a.

Âïðî÷åì äîñòàòî÷íîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âïåðâûå

áûëà äîêàçàíà Õèí÷èíûì è íîñèò íàçâàíèå óñèëåííîãî

çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë â �îðìå Õèí÷èíà. Ïîçæå ìû

äîêàæåì åãî ñ ïîìîùüþ äðóãîãî ìåòîäà � ìåòîäà õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé.

Â çàêëþ÷åíèå äàííîé òåìû ïîêàæåì, êàê òåîðèÿ âå-

ðîÿòíîñòåé áûëà ïðèìåíåíà ê êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìå ìà-

òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Èçâåñòíàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàñ-

ñà ãëàñèò, ÷òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå �óíêöèÿ

äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé ìîæåò áûòü ðàâíîìåðíî ïðè-

áëèæåíà íà ýòîì îòðåçêå ìíîãî÷ëåíàìè. Ñ ïîìîùüþ î÷å-

âèäíîé çàìåíû ïåðåìåííîé ëþáîé îòðåçîê ïåðåâîäèòñÿ â

îòðåçîê [0, 1]. Ïîýòîìó, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, äîñòà-

òî÷íî äîêàçàòü ýòó òåîðåìó äëÿ �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ

íà îòðåçêå [0, 1].

Ïóñòü �óíêöèÿ f(p) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0, 1]. �àñ-
ñìîòðèì ñõåìó íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ âåðî-

ÿòíîñòüþ óñïåõà p. Òàê êàê ïî óñèëåííîìó çàêîíó áîëü-

øèõ ÷èñåë

µ
n

ï.í.→ p, à �óíêöèÿ f(p) íåïðåðûâíà íà [0, 1], òî

f
(

µ
n

)
ï.í.→ f(p). Êðîìå òîãî, ðàç f íåïðåðûâíà íà [0, 1], òî

îíà îãðàíè÷åíà: |f(p)| ≤ C. Ïî òåîðåìå Ëåáåãà îá îãðàíè-
÷åííîé ñõîäèìîñòè (ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì èí-

òåãðàëà Ëåáåãà)

Mf
(µ

n

)
→ f(p),

ò.å.

f(p) = lim
n→∞

Mf
(µ

n

)
=
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= lim
n→∞

n∑

k=0

f
(k

n

)
Ck

npk(1 − p)k = lim
n→∞

Bn(p),

ãäå

Bn(p) =
n∑

k=0

f
(k

n

)
Ck

npk(1 − p)k �

òàê íàçûâàåìûå ìíîãî÷ëåíû Áåðíøòåéíà. Èòàê, ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíøòåéíà ñõîäèòñÿ ê íåïðå-

ðûâíîé �óíêöèè íà [0, 1]. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî

ýòà ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàÿ, íåîáõîäèìî áîëåå òîíêîå èñ-

ñëåäîâàíèå. Òàê êàê f(p) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [0, 1],
òî ∀ε > 0 ∃ δ > 0 òàêîå, ÷òî åñëè x, y ∈ [0, 1], |x − y| <
δ , òî |f(x) − f(y)| < ε.

Èñïîëüçóÿ áèíîì Íüþòîíà è îöåíêó (16.1), ïîëó÷èì:

|f(p) − Bn(p)| =
∣∣∣

n∑

k=0

[
f(p) − f

(k

n

)]
Ck

npkqn−k
∣∣∣ ≤

≤
∑

k: |k/n−p|<δ

∣∣∣f(p) − f
(k

n

)∣∣∣Ck
npkqn−k+

+
∑

k: |k/n−p|≥δ

∣∣∣f(p) − f
(k

n

)∣∣∣Ck
npkqn−k ≤ ε

n∑

k=0

Ck
npkqn−k+

+2C
∑

k: |k/n−p|≥δ

Ck
npkqn−k =

= ε + 2CP
{∣∣∣

µ

n
− p

∣∣∣ ≥ δ
}
≤ ε +

C

2nδ2
. (16.3)

Ñíà÷àëà ïî ε > 0 íàõîäèì δ > 0, à çàòåì ïî ε è δ íàéäåì
òàêîå N , ÷òîáû ∀n > N âûïîëíÿëîñü

C
2nδ2 < ε. Òîãäà èç

(16.3) ∀ε > 0 ∃N òàêîå, ÷òî ∀n > N âûïîëíÿåòñÿ

sup
p∈[0,1]

|f(p) − Bn(p)| < 2ε.
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ðàñïðåäåëåíèÿ

Ýòî è îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü Bn(p) ê f(p).
Òàêèì ÷èñòî âåðîÿòíîñòíûì ìåòîäîì Áåðíøòåéíîì

áûëà íå òîëüêî ïåðåäîêàçàíà òåîðåìà Âåéåðøòðàññà, íî

è ïðåäëîæåíû êîíñòðóêòèâíî ñàìè ìíîãî÷ëåíû, àïïðîê-

ñèìèðóþùèå íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ.

� 17. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ

Ê õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèÿì çàêîíîâ ðàñïðå-

äåëåíèÿ (ïðåîáðàçîâàíèÿì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí) îòíîñÿò-

ñÿ òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû, êîòîðûå îñóùåñòâëÿþò áèåêöèþ ìíîæåñòâà ðàñ-

ïðåäåëåíèé è ìíîæåñòâà îáúåêòîâ, â êîòîðûå ïåðåõîäÿò

ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè äàííîì ïðåîáðàçîâàíèè. Â ÷àñòíîñòè,

ïðåîáðàçîâàíèå îò äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çà-

êîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ââîäÿòñÿ äëÿ ý�-

�åêòèâíîãî èññëåäîâàíèÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí. Îáû÷íî èõ ââîäÿò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðåîá-

ðàçîâàíèå ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâ-

íÿëîñü ïðîèçâåäåíèþ ïðåîáðàçîâàíèé ñëàãàåìûõ, ÷òî äà-

åò ãðîìàäíîå ïðåèìóùåñòâî ýòèõ ìåòîäîâ ïî ñðàâíåíèþ

ñ ïðÿìûìè ìåòîäàìè, òðåáóþùèìè ïðèìåíåíèÿ �îðìó-

ëû ñâåðòêè. Áîëüøèíñòâî ïðåîáðàçîâàíèé îñóùåñòâëÿþò

âçàèìíî-íåïðåðûâíóþ áèåêöèþ â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè

L(ξ) � ïðåîáðàçîâàíèå ξ è âûáðàíû îïðåäåëåííûå âèäû

ñõîäèìîñòè â ìíîæåñòâå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (èëè ðàñ-

ïðåäåëåíèé) è â ìíîæåñòâå ïðåîáðàçîâàíèé, òî 1) åñëè

ξn → ξ, òî L(ξn) → L(ξ); 2) åñëè Ln → L, òî ξ(Ln) → ξ(L).

285



�ËÀÂÀ 1. ÒÅÎ�Èß ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ

17.1. Êîìïëåêñíîçíà÷íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Â ýòîì ðàçäåëå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êîòîðûå ìû äî

ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëè, áóäåì íàçûâàòü äåéñòâèòåëüíû-

ìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Îïðåäåëåíèå 17.1. Êîìïëåêñíîçíà÷íîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

ξ : Ω → C, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó

ω ∈ Ω êîìïëåêñíîå ÷èñëî ξ(ω) = ξ1(ω) + iξ2(ω), ãäå
i =

√
−1; ξ1 = ξ1(ω), ξ2 = ξ2(ω) � äåéñòâèòåëüíûå ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïðè ýòîì ξ1 è ξ2 íàçûâàþò ÷àñòÿìè

ξ (äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ñîîòâåòñòâåííî).

Îïðåäåëåíèå 17.2. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíè-

åì êîìïëåêñíîçíà÷íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = ξ1 + iξ2

íàçûâàåòñÿ ÷èñëî Mξ = Mξ1 + iMξ2.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî âñå ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ, êðîìå ñâîéñòâ, ñâÿçàííûõ ñ îòíîøåíèåì ïî-

ðÿäêà â ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ñîõðàíÿþòñÿ

è äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ. Áîëåå òîãî, ñîõðàíÿþò-

ñÿ òå ñâîéñòâà, ñâÿçàííûå ñ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà, â êîòî-

ðûå âõîäÿò íå ñàìè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, à èõ ìîäóëè.

Íàïðèìåð,

|Mξ| ≤ M |ξ|.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå ýòî íåðàâåíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 17.3. Êîìïëåêñíîçíà÷íûå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè,
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åñëè ëþáûå ÷àñòè èõ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ìåæäó

ñîáîé ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Äîêàçàííîå ðàíåå ìóëüòèïëèêàòèâíîå ñâîéñòâî

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ è â êîìïëåêñíîì

ñëó÷àå:

Åñëè êîìïëåêñíîçíà÷íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ1, ξ2, . . . , ξn íåçàâèñèìû, òî

M(ξ1ξ2 . . . ξn) = Mξ1Mξ2 . . . Mξn.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü

ñëó÷àé n = 2, à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ èíäóêöèåé. Ïóñòü

ξ = ξ1+iξ2 è η = η1+iη2 íåçàâèñèìû. Ïî îïðåäåëåíèþ 17.3

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé ξ1 è η1, ξ1 è η2,

ξ2 è η1, ξ2 è η2. Ïðèìåíÿÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîå ñâîéñòâî ê

äåéñòâèòåëüíûì ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì, ïîëó÷èì:

M(ξη) = M [(ξ1 +iξ2)(η1 +iη2)] = M [(ξ1η1−ξ2η2)+i(ξ1η2+

+ξ2η1)] = M(ξ1η1 − ξ2η2) + iM(ξ1η2 + ξ2η1) =

= Mξ1Mη1 − Mξ2Mη2 + iMξ1Mη2 + iMξ2Mη1 =

= (Mξ1 + iMξ2)(Mη1 + iMη2) = Mξ · Mη.

�

Îïðåäåëåíèå 17.4. Êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ

f : R → C, ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëüíîìó

÷èñëó x êîìïëåêñíîå ÷èñëî f(x) = f1(x) + if2(x), ãäå
f1, f2 � äåéñòâèòåëüíûå áîðåëåâñêèå �óíêöèè, íàçû-

âàåòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîé áîðåëåâñêîé �óíêöèåé.
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Íàïðèìåð, �óíêöèè f1(x) = zx = |z|x[cos (x · arg z) +
i sin (x · arg z)] è f2(x) = eitx = cos tx+i sin tx � êîìïëåêñ-

íîçíà÷íûå áîðåëåâñêèå �óíêöèè, òàê êàê îáå ÷àñòè ýòèõ

�óíêöèé ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè äåéñòâèòåëüíûìè, à,

çíà÷èò, áîðåëåâñêèìè �óíêöèÿìè. Åñëè f � êîìïëåêñíî-

çíà÷íàÿ áîðåëåâñêàÿ �óíêöèÿ, ξ � äåéñòâèòåëüíàÿ ñëó-

÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî, î÷åâèäíî, f(ξ) � êîìïëåêñíîçíà÷-

íàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Êàê è äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ñëó÷àÿ èìååò ìåñòî

Òåîðåìà î áîðåëåâñêèõ �óíêöèÿõ îò íåçà-

âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Åñëè äåéñòâè-

òåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn íåçàâèñè-

ìû, f1, f2, . . . , fn � êîìïëåêñíîçíà÷íûå áîðåëåâñêèå

�óíêöèè, òî êîìïëåêñíîçíà÷íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

f1(ξ1), f2(ξ2), . . . , fn(ξn) íåçàâèñèìû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëþáûå ÷àñòè êîìïëåêñíîçíà÷-

íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí f1(ξ1), f2(ξ2), . . . , fn(ξn) íåçàâè-
ñèìû êàê äåéñòâèòåëüíûå áîðåëåâñêèå �óíêöèè îò íåçà-

âèñèìûõ äåéñòâèòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïî îïðå-

äåëåíèþ 17.3 f1(ξ1), f2(ξ2), . . . , fn(ξn) íåçàâèñèìû.

�

17.2. Ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè.

Ïóñòü ξ � íåîòðèöàòåëüíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà, ò.å. âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ n ñ

âåðîÿòíîñòÿìè pn (n = 0, 1, 2, . . . ).

Îïðåäåëåíèå 17.5. Ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé

öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èëè âåðîÿò-
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íîñòåé pn, n = 0, 1, . . . íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ

Pξ(z) = P (z) = Mzξ =
∞∑

n=0

pnzn.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, â çàâèñèìîñòè îò óäîáñòâà, ïðîèçâî-

äÿùóþ �óíêöèþ �óíêöèåé êîìïëåêñíîé èëè äåéñòâè-

òåëüíîé ïåðåìåííîé. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè â äàëüíåéøåì

ñ÷èòàåì P (z) �óíêöèåé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé. Èç

îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â êðóãå ñõîäèìîñòè îíà ÿâëÿåò-

ñÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé. Ïîñêîëüêó |pnzn| ≤ pn ïðè

|z| ≤ 1 , à

∞∑
n=0

pn = 1 < ∞, òî ðÿä, îïðåäåëÿþùèé ïðî-

èçâîäÿùóþ �óíêöèþ, ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî

â åäèíè÷íîì êðóãå. Çíà÷èò, ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ

îïðåäåëåíà ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ |z| ≤ 1 è çàâåäîìî

àíàëèòè÷íà â îòêðûòîì êðóãå |z| < 1.

Ñâîéñòâà.

1. Ïðè |z| ≤ 1 âûïîëíÿåòñÿ |P (z)| ≤ 1, ïðè÷åì P (1) =
1.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè |z| ≤ 1 èìååì |zξ| ≤ 1, ñëåäîâà-
òåëüíî, |P (z)| = |Mzξ | ≤ M |zξ| ≤ M1 = 1. Êðîìå òîãî,
P (1) = M1 = 1.

2. Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ çàêîíîì ðàñïðå-

äåëåíèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, êîý��èöèåíòû pn ñòåïåííîãî ðÿäà,

îïðåäåëÿþùåãî P (z), îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ êàê

pn =
1

n!
P (n)(0).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïî P (z) îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ

ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ

ξ 0 1 2 . . . . . .

P p0 p1 p2 . . . . . .
.

3. Åñëè ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå öåëî÷èñëåííûå

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî

Pξ1+ξ2+...+ξn
(z) = Pξ1(z)Pξ2(z) . . . Pξn

(z).

Î÷åâèäíî, ξ1+ξ2+. . .+ξn � öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà. Ôóíêöèÿ f(x) = zx
, êàê ìû âèäåëè â 17.1, ÿâëÿ-

åòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîé áîðåëåâñêîé �óíêöèåé îò x. Òàê
êàê ξ1, ξ2, . . . , ξn íåçàâèñèìû, òî è zξ1 , zξ2 , . . . , zξn

íåçàâè-

ñèìû. Ïî ñâîéñòâàì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

Pξ1+ξ2+...+ξn
(z) = Mzξ1+ξ2+...+ξn = M [zξ1zξ2 . . . zξn ] =

= Mzξ1Mzξ2 . . . Mzξn = Pξ1(z)Pξ2(z) . . . Pξn
(z).

4. Mξ = P ′(1), Dξ = P ′′(1) + P ′(1) − [P ′(1)]2, åñëè

îíè ñóùåñòâóþò.

Èçâåñòíî, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî äè��å-

ðåíöèðîâàòü â êðóãå ñõîäèìîñòè; ïîýòîìó

P ′(z) =

∞∑

n=0

npnzn−1, (17.1)

P ′′(z) =

∞∑

n=0

n(n − 1)pnzn−2. (17.2)

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòðîãî áîëüøå

1, òî â ýòèõ ðàâåíñòâàõ ìîæíî ñðàçó âçÿòü z = 1. Åñëè
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ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðàâåí 1, òî ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâà-

íèÿ êîíå÷íîãî Mξ =
∞∑

n=0
npn ðÿä (17.1) ñõîäèòñÿ â òî÷êå

z = 1 è ïî òåîðåìå Àáåëÿ P ′(1) ðàâíî ïðåäåëó P ′(z), êîãäà
z ñòðåìèòñÿ ê 1, îñòàâàÿñü âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà. Çíà-
÷èò è â ýòîì ñëó÷àå â (17.1) ìîæíî ïîëîæèòü z = 1. Òî÷-
íî òàê æå îáîñíîâûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëîæèòü z = 1
â (17.2), åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ Dξ. Ïîëàãàÿ â (17.1)

è (17.2) z = 1, ïîëó÷èì

P ′(1) =
∞∑

n=0

npn = Mξ,

P ′′(1) =

∞∑

n=0

n(n − 1)pn = M [ξ(ξ − 1)] = Mξ2 − Mξ.

Îòñþäà è ñëåäóþò äîêàçûâàåìûå ðàâåíñòâà.

5. Ìû ââåëè ïîíÿòèå ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè öå-

ëî÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èëè âåðîÿòíîñòåé

pk, k = 0, 1, 2, . . . ;
∞∑

k−0

pk = 1. Òî÷íî òàêæå ìîæíî

ââåñòè ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ

∞∑
k=0

pkz
k
÷èñëîâîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè (pk).

Òåîðåìà íåïðåðûâíîñòè äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ

�óíêöèé. Ïóñòü (Pn(z) =
∞∑

k=0

p
(n)
k zk, n = 1, 2, . . . ) �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé âåðîÿòíî-

ñòåé, P (z) =
∞∑

k=0

pkz
k
� ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âñå lim
n→∞

p
(n)
k = pk, k =

0, 1, 2, . . . , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè âñåõ
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z, |z| < 1
lim

n→∞
Pn(z) = P (z).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âûíîñèòñÿ â ïðèëîæåíèå.

Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü ξn(ω) ≡ n, n = 1, 2, . . . , òî-

ãäà p
(n)
k = P{ξn = k} = δnk, Pn(z) = Pξn

(z) =
zn → 0 = P (z), êîãäà |z| < 1. Ïðåäåëüíûå âåðîÿòíîñòè

pk = lim
n→∞

δnk = 0 äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . , ò.å. íå îáðàçóþò

ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé (

∞∑
k=0

pk = 0 6= 1). Â îáùåì

ñëó÷àå, î÷åâèäíî,

∞∑
k=0

pk ≤ 1. Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

lim
z→1−0

P (z) = 1, òî
∞∑

k=0

pk = 1 è â ïðåäåëå ïîëó÷àåòñÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé.

Ñëó÷àé, êîãäà

∞∑
k=0

pk = p < 1, ìîæíî èíòåðïðåòèðî-

âàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðåäåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-

íà ÿâëÿåòñÿ íåñîáñòâåííîé, ò.å. ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − p îíà

ïðèíèìàåò íåñîáñòâåííîå çíà÷åíèå +∞. Â ðàññìîòðåííîì

âûøå ïðèìåðå ïðåäåëüíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

+∞ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Íåñîáñòâåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-

íà â îòëè÷èå îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæåò ïðèíèìàòü

çíà÷åíèÿ â ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé R ∪ {+∞} è

äëÿ íåå, âîîáùå ãîâîðÿ, F (+∞) = p < 1. Èíîãäà ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ íåñîáñòâåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðè-

íèìàþøèå çíà÷åíèÿ â R ∪ {−∞} ∪ {+∞}.
Èòàê, ìåæäó çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ öåëî÷èñëåííûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ïðîèçâîäÿùèìè �óíêöèÿìè óñòà-

íîâëåíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå è âçàèìíî-íåïðåðûâíîå

ñîîòâåòñòâèå.
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Ïðèìåðû.

1. Åñëè µ � ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè

ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p, òî µ =
n∑

k=0

µk, ãäå µk � ÷èñëî

óñïåõîâ â k-ì èñïûòàíèè. Î÷åâèäíî, p0 = P{µk = 0} =
1 − p = q, p1 = P{µk = 1} = p, pl = 0, l ≥ 2, ïîýòîìó

Pµk
(z) = q + pz, k = 1, n.

Òàê êàê µ1, µ2, . . . , µn íåçàâèñèìû, òî ïî ñâîéñòâó 3 ïðî-

èçâîäÿùèõ �óíêöèé

Pµ(z) = Pµ1(z)Pµ2(z) . . . Pµn(z) = (pz + q)n.

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïðî-

èçâîäÿùåé �óíêöèè � âñÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü C. Òàê

êàê

P ′
µ(z) = np(pz + q)n−1, P ′

µ(1) = np,

P ′′
µ (z) = n(n − 1)p2(pz + q)n−2, P ′′

µ (1) = n(n − 1)p2,

òî, â ñèëó ñâîéñòâà 4 ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé,

Mµ = np, Dµ = npq.

2. Ïóñòü ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåò-

ðîì λ:

pn = P{ξ = n} =
λn

n!
e−λ, n = 0, 1, . . . .

Òîãäà

P (z) = Pξ(z) =

∞∑

n=0

λn

n!
e−λzn = e−λ

∞∑

n=0

(λz)n

n!
=
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= e−λeλz = eλ(z−1).

Ïîñêîëüêó ðÿä Òåéëîðà äëÿ ýêñïîíåíòû ñõîäèòñÿ ê íåé

âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè � âñÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü C.

Òàê êàê

P ′(z) = λeλ(z−1), P ′(1) = λ,

P ′′(z) = λ2eλ(z−1), P ′′(1) = λ2,

òî, â ñèëó ñâîéñòâà 4 ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé,

Mξ = Dξ = λ.

Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ óäîáíåå äëÿ íàõîæäåíèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ íåîòðèöàòåëüíûõ öå-

ëî÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ÷åì �îðìóëà ñâåðòêè.

Ïóñòü, íàïðèìåð, ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû, èìåþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðàìè λ è

µ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà Pξ(z) = eλ(z−1), Pη(z) = eµ(z−1)
.

Ïî ñâîéñòâó 3 Pξ+η(z) = Pξ(z)Pη(z) = e(λ+µ)(z−1)
. Íî

ýòî � ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ñ

ïàðàìåòðîì λ + µ. Íà îñíîâàíèè ñâîéñòâà 2 ξ + η èìååò

ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ + µ.

17.3. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 17.6. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíê-

öèåé ëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èëè ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ íàçû-

âàåòñÿ

fξ(t) = f(t) = Meitξ =

∫

Ω

eitξ(ω)dP,

ãäå i =
√
−1.
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Çäåñü èíòåãðàë îò êîìïëåêñíîçíà÷íîé �óíêöèè îïðå-

äåëÿåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì, òàêèì æå, êàê ìàòåìàòè÷å-

ñêîå îæèäàíèå îò êîìïëåêñíîçíà÷íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû:

∫

Ω

eitξ(ω)dP =

∫

Ω

cos tξ(ω)dP + i

∫

Ω

sin tξ(ω)dP.

Ïðîèçâîäÿ çàìåíó ïåðåìåííîé ξ(ω) = x, ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ èçìåðèìîìó îòîáðàæåíèþ ξ : (Ω,F) → (R,B), ïî-
ëó÷èì:

f(t) =

∫

R

eitxdPξ =

∫

R

eitxdFξ(x) =

+∞∫

−∞

eitxdFξ(x). (17.3)

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò êàê àáñîëþòíî ñõîäÿ-

ùèéñÿ èíòåãðàë �èìàíà-Ñòèëòüåñà äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû, èáî |eitx| = 1, à

+∞∫

−∞

1dFξ(x) = Fξ(+∞) − Fξ(−∞) = 1.

Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè,

õàðàêòåðèçóþùåé òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå öåëî÷èñëåí-

íûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ

ïðåîáðàçîâàíèåì óíèâåðñàëüíûì, ïðèãîäíûì äëÿ ëþáîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé.

1. f(0) = 1.
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Â ñàìîì äåëå, f(0) = Mei·0·ξ = Me0 = M1 = 1.
2. |f(t)| ≤ 1.
Äåéñòâèòåëüíî, |f(t)| = |Meitξ | ≤ M |eitξ | = M1 = 1.
3. faξ+b(t) = eitbfξ(at).
Èìååì, faξ+b(t) = Meit(aξ+b) = M [eitbei(at)ξ ] =

eitbMei(at)ξ = eitbfξ(at).
4. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðå-

ðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Ýòî ñâîéñòâî â äàëüíåéøåì íå èñïîëüçóåòñÿ, ïîýòîìó

ðåêîìåíäóåòñÿ ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå ñâîéñòâî 4.

5. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn íåçàâèñè-

ìû, òî

f n∑
k=1

ξk

(t) =

n∏

k=1

fξk
(t).

Â ñàìîì äåëå, òàê êàê äåéñòâèòåëüíûå ñëó÷àéíûå âå-

ëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn íåçàâèñèìû, à êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ

�óíêöèÿ g(x) = eitx
áîðåëåâñêàÿ, òî êîìïëåêñíîçíà÷íûå

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû eitξ1 , eitξ2 , . . . , eitξn
íåçàâèñèìû.

Èñïîëüçóÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîå ñâîéñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ

îæèäàíèé êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîëó-

÷èì:

f n∑
k=1

ξk

(t) = Me
it

n∑
k=1

ξk

= M

n∏

k=1

eitξk =

=

n∏

k=1

Meitξk =

n∏

k=1

fξk
(t).

6. Åñëè äëÿ k ≥ 1 ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ìîìåíò k-ãî
ïîðÿäêà (ò.å. M |ξ|k < ∞), òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ
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ïðîèçâîäíàÿ k-ãî ïîðÿäêà îò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíê-

öèè, ïðè÷åì

Mξk = (−i)kf (k)(0).

Íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà Ëÿïóíîâà (ñâîéñòâî 7 ìà-

òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ) èç ñóùåñòâîâàíèÿ M |ξ|k < ∞
âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå M |ξ|l < ∞ äëÿ âñåõ l < k. Äè�-
�åðåíöèðóÿ l ðàç ïî ïàðàìåòðó t ðàâåíñòâî

f(t) =

+∞∫

−∞

eitxdF (x),

ïîëó÷èì:

f (l)(t) = il
+∞∫

−∞

xleitxdF (x), l = 1, k.

Êàæäûé èç ýòèõ èíòåãðàëîâ ñóùåñòâóåò êàê àáñîëþò-

íî ñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë �èìàíà-Ñòèëòüåñà. Èçâåñòíî,

÷òî äè��åðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó ïîä çíàêîì íåñîá-

ñòâåííîãî èíòåãðàëà çàêîííî, åñëè ñàì èíòåãðàë ñõîäèò-

ñÿ, à èíòåãðàë îò ïðîèçâîäíîé ïî ïàðàìåòðó ñõîäèòñÿ ðàâ-

íîìåðíî. Â äàííîì ñëó÷àå ïðè ëþáîì l = 1, k âñå èíòå-

ãðàëû ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà,

ïîñêîëüêó

|xleitx| ≤ |x|l, à

+∞∫

−∞

|x|ldF (x) = M |ξ|l < ∞.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè l = k

f (k)(t) = ik
+∞∫

−∞

xkeitxdF (x).
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Òàê êàê �óíêöèÿ xkeitx
íåïðåðûâíà ïî ïàðå ïåðåìåííûõ

(t, x), òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë (ò.å. f (k)(t)) íåïðåðûâåí ïî

ïàðàìåòðó t. Íàêîíåö, ïîëàãàÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå t =
0, ïîëó÷èì

f (k)(0) = ik
+∞∫

−∞

xkdF (x) = ikMξk,

îòêóäà Mξk = (−i)kf (k)(0).
7. Åñëè M |ξ|k < ∞, òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0

f(t) =

k∑

l=0

(it)l

l!
Mξl + o(|t|k).

(çäåñü íóëåâîé ÷ëåí ñóììû ðàâåí 1).

Ïî �îðìóëå Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â �îðìå

Ïåàíî

f(t) =

k∑

l=0

f (l)(0)

l!
tl + o(|t|k).

Îñòàåòñÿ ïîäñòàâèòü ñþäà f (k)(0) = ikMξk
.

8. f(t) = f(−t), â ÷àñòíîñòè, åñëè õàðàêòåðèñòè-

÷åñêàÿ �óíêöèÿ äåéñòâèòåëüíà, òî îíà ÷åòíàÿ (çäåñü

÷åðòà îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ).

Äåéñòâèòåëüíî, f(t) = Meitξ = Meitξ = Me−itξ =
Mei(−t)ξ = f(−t).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ξ � íåîòðèöàòåëüíàÿ öåëî÷èñëåí-

íàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé P (z),
òî åå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàâíà

f(t) = Meitξ = M
(
eit

)ξ
= P

(
eit

)
. (17.4)
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Åñëè ξ � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþ-

ùàÿ çíà÷åíèÿ xk ñ âåðîÿòíîñòÿìè pk, òî äëÿ íåå �îðìóëà

(17.3) ïðåâðàùàåòñÿ â

f(t) =
∑

k

eitxkpk, (17.5)

à åñëè ξ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé p(x), òî � â

f(t) =

+∞∫

−∞

eitxp(x)dx. (17.6)

Ïðèìåðû.

3. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû µ, èìåþùåé áèíîìèàëü-

íîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (n, p), ðàíåå áûëà íàé-
äåíà P (z) = (pz + q)n. Ïî �îðìóëå (17.4) åå õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàâíà

f(t) =
(
peit + q

)n
.

4. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé ðàñïðåäåëå-

íèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ, ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ

ðàâíà P (z) = eλ(z−1)
, ïîýòîìó

f(t) = eλ
(
eit−1

)
.

5. Ïóñòü ξ0 èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå. Ïî �îðìóëå (17.6) åå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ

ðàâíà

f(t) =

+∞∫

−∞

eitxϕ(x)dx =
1√
2π

+∞∫

−∞

eitxe−
x2

2 dx =
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=
1√
2π

+∞∫

−∞

cos (tx)e−
x2

2 dx. (17.7)

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü �îðìóëîé Ýéëåðà è òåì, ÷òî

1√
2π

+∞∫
−∞

sin (tx)e−
x2

2 dx = 0 êàê ñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë îò

íå÷åòíîé �óíêöèè â ñèììåòðè÷íûõ ïðåäåëàõ. Äè��å-

ðåíöèðóÿ (17.7) è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì:

f ′(t) = − 1√
2π

+∞∫

−∞

x sin (tx)e−
x2

2 dx =

=
1√
2π

+∞∫

−∞

sin (tx)d
(
e−

x2

2

)
=

=
1√
2π

sin (tx)e−
x2

2

∣∣∣
+∞

−∞
− t√

2π

+∞∫

−∞

cos (tx)e−
x2

2 dx = −tf(t).

Çàêîííîñòü äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó t ïîä

çíàêîì ñõîäÿùåãîñÿ èíòåãðàëà ñëåäóåò èç ðàâíî-

ìåðíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà îò x sin (tx)e−
x2

2
(âåäü

|x sin (tx)e−
x2

2 | ≤ |x|e−x2

2
, à M |ξ0| < ∞). Îáùåå ðåøå-

íèå ïîëó÷åííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìååò

âèä f(t) = Ce−
t2

2
, íî èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ f(0) = 1

(ñâîéñòâî 1) ïîëó÷àåòñÿ C = 1. Òàêèì îáðàçîì,

fξ0(t) = e−
t2

2 .

6. Ïóñòü ξ ∼ N(a, σ2). Ïî ëåììå î íîðìàëüíîì ðàñ-

ïðåäåëåíèè îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ξ = σξ0 + a, ãäå
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ξ0 ∼ N(0, 1). Ïî ñâîéñòâó 3

fξ(t) = eiatfξ0(σt) = eiat−σ2t2

2 .

Ôîðìóëà (17.6) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíê-

öèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå îò ïëîòíîñòè âåðî-

ÿòíîñòè. Èç �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî åñ-

ëè f ∈ L1, òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îäíîçíà÷íî âîññòà-

íàâëèâàåòÿ ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè êàê îáðàò-

íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:

p(x) =
1

2π

+∞∫

−∞

e−itxf(t)dt.

Òàê êàê �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) â �îðìóëå (17.3)

ñòîèò ïîä çíàêîì äè��åðåíöèàëà, à �îðìà èíòå-

ãðàëà òàêàÿ æå, êàê â (17.6), òî åñòåñòâåííî íàçâàòü

õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ f(t) ïðåîáðàçîâàíèåì

Ôóðüå-Ñòèëòüåñà îò �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x). Îæè-
äàåòñÿ, ÷òî è â îáùåì ñëó÷àå �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé

�óíêöèè.

Ëåììà 17.7.

B∫
A

sinu
u du → π è ðàâíîìåðíî ïî a è b (a <

b) îãðàíè÷åí.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïåðâàÿ ÷àñòü ñëåäóåò èç

èçâåñòíîãî èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà �àêòà, ÷òî èíòå-
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ãðàë Äèðèõëå

+∞∫

−∞

sin u

u
du = π.

Äàëåå,

B∫

0

sin u

u
du =

π∫

0

sin u

u
du +

2π∫

π

sinu

u
du + . . .

. . . +

π[B/π]∫

π

{
[B/π]−1

}
sin u

u
du +

B∫

π[B/π]

sinu

u
du.

Ýòè èíòåãðàëû óáûâàþò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, à çíàêè

èõ ÷åðåäóþòñÿ, íà÷èíàÿ ñî çíàêà "ïëþñ" . Ïîýòîìó

B∫

0

sin u

u
du ≤

π∫

0

sinu

u
du = C1.

Àíàëîãè÷íî,

0∫

A

sin u

u
du ≤

0∫

−π

sin u

u
du = C1.

Ïîýòîìó

0 <

B∫

A

sin u

u
du ≤ C = 2C1.

�
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Òåîðåìà îáðàùåíèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ

�óíêöèé. Ïóñòü F (x) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, f(t)
� ñîîòâåòñòâóþùàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ.

1. Äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ a è b (a < b), â êîòî-
ðûõ F íåïðåðûâíà,

F (b) − F (a) =
1

2π
lim

N→∞

N∫

−N

e−ita − e−itb

it
f(t)dt.

2. Â ÷àñòíîñòè, åñëè f(t) ∈ L1, òî F (x) àáñîëþòíî
íåïðåðûâíà, ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïëîòíîñòü âå-

ðîÿòíîñòè ðàâíà

p(x) =
1

2π

+∞∫

−∞

e−itxf(t)dt.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Îáîçíà÷èì

IN =
1

2π

N∫

−N

e−ita − e−itb

it
f(t)dt.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (17.3) è ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ,

ïîëó÷èì:

IN =
1

2π

N∫

−N

+∞∫

−∞

eit(x−a) − eit(x−b)

it
dF (x)dt =

=
1

2π

+∞∫

−∞

[ N∫

−N

eit(x−a) − eit(x−b)

it
dt

]
dF (x) =
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=
1

2π

+∞∫

−∞

[ N∫

−N

sint(x − a) − sint(x − b)

t
dt

]
dF (x) =

=
1

2π

+∞∫

−∞

[ N(x−a)∫

−N(x−a)

sinu

u
du −

N(x−b)∫

−N(x−b)

sinu

u
du

]
dF (x).

Çàêîííîñòü èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ ñëåäóåò

èç òåîðåìû Ôóáèíè, èáî

∣∣∣
e−ita − e−itb

it
eitx

∣∣∣ =
∣∣∣

b∫

a

e−itxdx
∣∣∣ ≤ b − a,

à

N∫

−N

∞∫

−∞

(b − a)dF (x)dt ≤ 2N(b − a) < ∞.

Ïðåîáðàçóÿ IN , ïîëó÷èì:

IN =
1

2π

+∞∫

−∞

[ −N(x−b)∫

−N(x−a)

sinu

u
du +

N(x−a)∫

N(x−b)

sinu

u
du

]
dF (x) =

=
1

π

+∞∫

−∞

[ N(x−a)∫

N(x−b)

sinu

u
du

]
dF (x).

Ïî ëåììå 17.7 èíòåãðàë

N(x−a)∫

N(x−b)

sinu

u
du → g(x) =





π, åñëè a < x < b,
π
2 , åñëè x = a èëè x = b,

0, åñëè x < a èëè x > b.
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ðàñïðåäåëåíèÿ

è îãðàíè÷åí ðàâíîìåðíî. Ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì

ïåðåõîäå â èíòåãðàëå Ëåáåãà

lim
N→∞

IN =
1

π

+∞∫

−∞

g(x)dF (x) =
1

π

+∞∫

−∞

g(x)dPξ =

=
1

π
[πPξ((a, b)) +

π

2
Pξ({a}) +

π

2
Pξ({b})] =

= Pξ((a, b)) +
1

2
(Pξ({a}) + Pξ({b})) = F (b) − F (a),

ïîñêîëüêó a, b � òî÷êè íåïðåðûâíîñòè F , äëÿ êîòîðûõ

Pξ((a, b)) = F (b) − F (a), Pξ({a}) = Pξ({b}) = 0.

2. Ïóñòü

∞∫
−∞

|f(t)|dt < ∞. Îáîçíà÷èì

p(x) =
1

2π

∞∫

−∞

e−itxf(t)dt.

Ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èí-

òåãðàëà Ëåáåãà ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì x0 ∈ R âû-

ïîëíÿåòñÿ p(x) → p(x0) ïðè x → x0, ò.å. p(x) íåïðåðûâíàÿ
íà R �óíêöèÿ. Çíà÷èò îíà èíòåãðèðóåìà íà [a, b]. Åñëè
a, b � òî÷êè íåïðåðûâíîñòè F , òî, ïðèìåíÿÿ ñíîâà òåîðå-
ìó Ôóáèíè, ïîëó÷èì:

b∫

a

p(x)dx =
1

2π

∞∫

−∞

f(t)
[ b∫

a

e−itxdx
]
dt =

=
1

2π
lim

N→∞

N∫

−N

e−ita − e−itb

it
f(t)dt = F (b) − F (a).
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Òàê êàê F ìîíîòîííà, òî îíà èìååò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå

ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî åå òî÷åê

íåïðåðûâíîñòè âñþäó ïëîòíî íà ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé

ïðÿìîé R = R ∪ {−∞} ∪ {+∞}. Åñëè x � ïðîèçâîëüíàÿ

òî÷êà R, òî ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó,

êîãäà a → −∞, b → x− 0, ïðè÷åì a, b îñòàþòñÿ òî÷êàìè
íåïðåðûâíîñòè F , ïîëó÷èì, ÷òî

x∫

−∞

p(x)dx = F (x),

ò.å. F (x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è p(x) � ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

�

Ñëåäñòâèå 17.8. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Äðóãèìè ñëîâàìè, îíà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò �óíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x ∈ R. Åñëè (an), (bn) �
ïðîèçâîëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê íåïðåðûâíîñòè

F , òàêèå ÷òî an → −∞, bn → x − 0, òî çíà÷åíèå �óíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ â òî÷êå x îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

ðàçíîñòÿìè çíà÷åíèé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â òî÷êàõ

åå íåïðåðûâíîñòè êàê

F (x) = lim
n→∞

[F (bn) − F (an)],

à â ñâîþ î÷åðåäü ýòè ðàçíîñòè ïî �îðìóëå îáðàùåíèÿ îä-

íîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèåé.

�
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ðàñïðåäåëåíèÿ

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ óäîáíà äëÿ íàõîæäå-

íèÿ ðàñïðåäåëåíèé ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí.

Ïðèìåðû.

7. Ïóñòü ξ è η íåçàâèñèìû, ξ ∼ N(a, σ2), η ∼ N(b, τ2).
Òîãäà

fξ(t) = eita−σ2t2

2 , fη(t) = eitb− τ2t2

2 .

Íà îñíîâàíèè ñâîéñòâà 5 õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé

fξ+η(t) = fξ(t)fη(t) = eit(a+b)− (σ2+τ2)t2

2 .

Íî ýòî � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ íîðìàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (a + b, σ2 + τ2). Â ñèëó ñëåä-

ñòâèÿ 17.8 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ξ + η ∼ N(a + b, σ2 + τ2).
Êðàìåðó óäàëîñü äîêàçàòü áîëåå ñëîæíîå îáðàòíîå

óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà Êðàìåðà. Åñëè ñóììà äâóõ íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå,

òî êàæäàÿ èç ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìååò íîðìàëü-

íîå ðàñïðåäåëåíèå.

8. Ïóñòü ξ è η íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå

Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðàìè λ è µ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

fξ(t) = eλ
(
eit−1

)
, fη(t) = eµ

(
eit−1

)
. Ïî ñâîéñòâó 5

fξ+η(t) = fξ(t)fη(t) = e(λ+µ)
(
eit−1

)
.

Íî ýòî � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ + µ. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 17.8
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ξ + η èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ + µ.
Âïðî÷åì, ýòî ïîâòîðåíèå ðàññóæäåíèé, êîòîðûå èñ-

ïîëüçîâàëèñü äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ýòîãî �àêòà ñ ïîìîùüþ

ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà �àéêîâà. Åñëè ñóììà äâóõ íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà, òî

êàæäàÿ èç ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìååò ðàñïðåäåëå-

íèå Ïóàññîíà.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì âàæíûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

ïðåäåëüíûõ òåîðåì óòâåðæäåíèÿ, óñòàíàâëèâàþùèå âçà-

èìíóþ íåïðåðûâíîñòü ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó �óíêöèÿìè

ðàñïðåäåëåíèÿ è õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè �óíêöèÿìè. Ïðè

ýòîì äëÿ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âûáèðàåòñÿ ñëàáàÿ

ñõîäèìîñòü, à äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé � ïîòî-

÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü.

Ïðÿìàÿ òåîðåìà íåïðåðûâíîñòè äëÿ õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé. Ïóñòü (Fn(x)) � ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, (fn(t)) �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòè-

÷åñêèõ �óíêöèé, F (x) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, f(t) �
ñîîòâåòñòâóþùàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Åñëè

Fn(x) ⇒ F (x), òî fn(t) → f(t) äëÿ êàæäîãî t ∈ R.

Îáðàòíàÿ òåîðåìà íåïðåðûâíîñòè äëÿ õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé. Ïóñòü (fn(t)) � ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé, (Fn(x))
� ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé

ðàñïðåäåëåíèÿ è äëÿ êàæäîãî t fn(t) → f(t), ïðè÷åì
f(t) íåïðåðûâíà â 0. Òîãäà f(t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
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ðàñïðåäåëåíèÿ

�óíêöèÿ, è, åñëè F (x) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ, òî Fn(x) ⇒ F (x).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì íåïðåðûâíîñòè âûíîñèòñÿ â

ïðèëîæåíèå.

17.4. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà-Ñòèëòüåñà.

Âìåñòî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ �óíêöèé, îáðà-

ùàþùèõñÿ â 0 íà îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè, óäîáíåå ïðè-

ìåíÿòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Òî÷íî òàê æå äëÿ

íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí óäîáíåå èñïîëüçî-

âàòü íå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè, à ïðåîáðàçîâàíèå

Ëàïëàñà-Ñòèëòüåñà. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íàõîäèò ðàçíî-

îáðàçíûå ïðèìåíåíèÿ â àêòóàðíîé ìàòåìàòèêå, òåîðèè

íàäåæíîñòè, òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ è äðóãèõ

ïðèêëàäíûõ äèñöèïëèíàõ.

Ïóñòü ξ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Î÷åâèäíî, Fξ(x) = 0 äëÿ x ≤ 0.

Îïðåäåëåíèå 17.9. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà-

Ñòèëòüåñà îò �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) èëè îò
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ

φ(s) = φξ(s) = Me−sξ =

∞∫

0

e−sxdFξ(x).

Àðãóìåíò s ìîæíî ñ÷èòàòü äåéñòâèòåëüíûì èëè êîì-

ïëåêñíûì. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì s êîìïëåêñíûì.

Åñëè Re s ≥ 0, òî |e−sx| = e(−Re s)x ≤ 1, à
∞∫
0

dFξ(x) = 1.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà-Ñòèëòüåñà îïðåäåëå-

íî ïî êðàéíåé ìåðå â ïîëóïëîñêîñòè Re s ≥ 0. Ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî φ(s) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé ïî

êðàéíåé ìåðå â ïîëóïëîñêîñòè Re s > 0.

Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà-Ñòèëòüåñà.

1. |φ(s)| ≤ 1 ïðè Re s ≥ 0.
2. φ(0) = 1.
3. Åñëè íåîòðèöàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξ1, ξ2, . . . , ξn íåçàâèñèìû, òî

φξ1+ξ2+...+ξn
(s) = φξ1(s)φξ2(s) . . . φξn

(s).

4. Åñëè ñóùåñòâóåò Mξ2 < ∞, òî

Mξ = −φ′(0), Dξ = φ′′(0) − [φ′(0)]2.

Äîêàçàòåëüñòâî � ïî÷òè äîñëîâíîå ïîâòîðåíèå àíà-

ëîãè÷íûõ ñâîéñòâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå ýòè ñâîéñòâà.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî â ïîëóïëîñêîñòè Re s > 0

φ(s) = s

∞∫

0

F (x)e−sxdx.

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà-Ñòèëòüåñà ìîæíî âûâå-

ñòè �îðìóëó, ïîäîáíóþ �îðìóëå îáðàùåíèÿ äëÿ õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé, è óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
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è âçàèìíî íåïðåðûâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó �óíêöèÿìè

ðàñïðåäåëåíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëàïëàñà-Ñòèëòüåñà

íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðè ýòîì, êàê è â

ñëó÷àå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé, â ìíîæåñòâå �óíê-

öèé ðàñïðåäåëåíèÿ âûáèðàåòñÿ ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü, à â

ìíîæåñòâå ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà-Ñòèëüòüåñà � ïîòî-

÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íàéäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà-

Ñòèëòüåñà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé ðàñïðåäåëå-

íèå Ýðëàíãà k-ãî ïîðÿäêà ñ ïàðàìåòðîì λ. Åñëè ξl, l =
1, k, èìåþò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ,
òî èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà-Ñòèëòüåñà ðàâíû

φξl
(s) =

∞∫

0

e−sxd(1 − e−λx) =

∞∫

0

e−sxλe−λxdx =

=
λ

λ + s
, l = 1, k.

Òàê êàê ξ = ξ1 + ξ2 + . . . + ξk è ñëàãàåìûå íåçàâèñèìû, òî

ïî ñâîéñòâó 3

φξ(s) = φξ1(s)φξ2(s) . . . φξk
(s) =

[ λ

λ + s

]k
.

� 18. Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà

Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âûñ-

øèõ äîñòèæåíèé ÷åëîâå÷åñêîãî ãåíèÿ â òåîðèè âåðîÿò-

íîñòåé. Îíà ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, ÷òî

ïðè áîëüøîì ÷èñëå ñëàãàåìûõ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí áóäóò èìåòü íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
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Ïîïûòêà äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ïðè íàèáîëåå øè-

ðîêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îêàçàëà îãðîìíîå âëèÿíèå íà ðàç-

âèòèå àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Äëÿ äåìîíñòðàöèè îñíîâíûõ èäåé, ïðèìåíÿåìûõ â

äîêàçàòåëüñòâàõ, íà÷íåì íå ñ ýòîé òåîðåìû, à óñòàíîâèì

çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â �îðìå Õèí÷èíà.

18.1. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â �îðìå Õèí÷èíà.

Òåîðåìà Õèí÷èíà. Ïóñòü (ξn) � ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-

äàíèå Mξn = a. Òîãäà

1

n

n∑

k=1

ξk
P→ a.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(t) õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . (òàê
êàê ýòè âåëè÷èíû èìåþò îäíó è òó æå �óíêöèþ ðàñïðå-

äåëåíèÿ, òî îíè èìåþò îäíó è òó æå õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ

�óíêöèþ). Ó÷èòûâàÿ íåçàâèñèìîñòü ýòèõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí è ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíê-

öèé, ïîëó÷èì:

f
1
n

n∑
k=1

ξk

(t) = f n∑
k=1

ξk

( t

n

)
=

[
f
( t

n

)]n
. (18.1)

Òàê êàê M |ξk| < ∞, òî, ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî 7 õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêèõ �óíêöèé, ïðè t → 0 èìååì

f(t) = 1 + ita + o(|t|).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè �èêñèðîâàííîì t ∈ R è n → ∞

f
( t

n

)
= 1 +

ita

n
+ o

( 1

n

)
. (18.2)

Ïîäñòàâëÿÿ (18.2) â (18.1) è ïðèìåíÿÿ âòîðîé çàìå÷àòåëü-

íûé ïðåäåë, ïîëó÷èì, ÷òî

f
1
n

n∑
k=1

ξk

(t) =
[
1 +

ita

n
+ o

( 1

n

)]n
→ eita = fa(t),

ãäå fa(t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ íåñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû a. Ïî îáðàòíîé òåîðåìå íåïðåðûâíîñòè äëÿ õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé

F
1
n

n∑
k=1

ξk

(x) ⇒ Fa(x), ò.å.

1

n

n∑

k=1

ξk ⇒ a.

Ïî ëåììå î ñëàáîé ñõîäèìîñòè ê êîíñòàíòå ïàðàãðà�à 15

1

n

n∑

k=1

ξk
P→ a.

�

Ñðàâíèâàÿ çàêîíû áîëüøèõ ÷èñåë â �îðìå ×åáûøåâà

è â �îðìå Õèí÷èíà, âèäèì, ÷òî íè îäèí èõ íèõ íå âêëà-

äûâàåòñÿ â äðóãîé. ×åáûøåâñêèé çàêîí íå òðåáóåò îäè-

íàêîâîé ðàñïðåäåëåííîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ñèëüíåå

õèí÷èíîâñêîãî çàêîíà), íî õèí÷èíîâñêèé çàêîí íå òðåáó-

åò ñóùåñòâîâàíèÿ è ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè äèñïåð-

ñèé (ñèëüíåå ÷åáûøåâñêîãî çàêîíà).
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18.2. Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà. Ïóñòü (ξn)
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäå-

ëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ êîíå÷íûå Mξn = a

è Dξn = σ2
, è ïóñòü Sn =

n∑
k=1

ξk, n = 1, 2, . . . . Òîãäà

ðàâíîìåðíî ïî x ∈ R

FSn−na

σ
√

n

(x) = P
{Sn − na

σ
√

n
< x

}
→ N(x),

ãäå N(x) � �óíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a = 0 (èíà÷å íàäî ïåðåéòè ê ñëó÷àé-

íûì âåëè÷èíàì ξ′n = ξn−a). Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(t) õàðàê-
òåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , è,
êðîìå òîãî, ïóñòü ζ = Sn

σ
√

n
. Ó÷èòûâàÿ íåçàâèñèìîñòü ýòèõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè-

÷åñêèõ �óíêöèé, ïîëó÷èì:

fζn
(t) = f§n

( t

σ
√

n

)
=

[
f
( t

σ
√

n

)]n
. (18.3)

Òàê êàê M |ξk|2 < ∞, òî, ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî 7 õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêèõ �óíêöèé, ïðè t → 0 èìååì

f(t) = 1 − σ2t2

2
+ o(|t|2).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè �èêñèðîâàííîì t ∈ R è n → ∞

f
( t

σ
√

n

)
= 1 − t2

2n
+ o

( 1

n

)
. (18.4)
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Ïîäñòàâëÿÿ (18.4) â (18.3) è ïðèìåíÿÿ âòîðîé çàìå÷àòåëü-

íûé ïðåäåë, ïîëó÷èì, ÷òî

fζn
(t) =

[
1 − t2

2n
+ o

( 1

n

)]n
→ e−

t2

2 = fξ0(t),

ãäå fξ0(t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû ξ0 ∼ N(0, 1). Ïî îáðàòíîé òåîðåìå íåïðåðûâíî-

ñòè äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé

Fζn
(x) ⇒ N(x),

ãäå N(x) � �óíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ. Ïî ëåììå î ñëàáîé ñõîäèìîñòè �óíêöèé

ðàñïðåäåëåíèÿ ê íåïðåðûâíîé �óíêöèè èç ïÿòíàäöàòîãî

ïàðàãðà�à ýòà ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàÿ. �

Çàìå÷àíèå 1. Óòâåðæäåíèå öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé

òåîðåìû ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîé �îðìå: ïðè

n → ∞ ðàâíîìåðíî ïî âñåì α, β òàêèì, ÷òî −∞ ≤ α <
β ≤ +∞

P{α ≤ Sn − na

σ
√

n
≤ β} →

β∫

α

ϕ(x)dx =

= Φ(β) − Φ(α) = N(β) − N(α). (18.5)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå öåíòðàëü-

íîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû, òî ðàâíîìåðíî ïî β ïðè n → ∞

P
{Sn − na

σ
√

n
< β

}
→ N(β).

Òàê êàê

lim
n→∞

P
{Sn − na

σ
√

n
= β

}
= lim

n→∞
lim

m→∞
P

{
β ≤ Sn − na

σ
√

n
< β+
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+
1

m

}
= lim

m→∞
lim

n→∞
P

{
β ≤ Sn − na

σ
√

n
< β +

1

m

}
=

= lim
m→∞

[
N

(
β +

1

m

)
− N(β)

]
= 0,

òî ðàâíîìåðíî ïî β ïðè n → ∞

P
{Sn − na

σ
√

n
≤ β

}
→ N(β).

Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè íå çàâèñèò îò α,
ýòî ñòðåìëåíèå áóäåò ðàâíîìåðíûì ïî α, β. Àíàëîãè÷íî
ïðè n → ∞ ðàâíîìåðíî ïî α, β

P
{Sn − na

σ
√

n
< α

}
→ N(α),

Ïîýòîìó äëÿ

P{α ≤ Sn − na

σ
√

n
≤ β} =

= P
{Sn − na

σ
√

n
≤ β

}
− P

{Sn − na

σ
√

n
< α

}

âûïîëíÿåòñÿ (18.5).

Îáðàòíî, åñëè âûïîëíåíî (18.5), òî, áåðÿ â íåì α =
−∞, β = x, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå öåíòðàëüíîé ïðåäåëü-

íîé òåîðåìû.

Òåïåðü èíòåãðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà-

Ëàïëàñà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé

òåîðåìû. Íàïîìíèì �îðìóëèðîâêó.

Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà. Ïóñòü

â ñõåìå Áåðíóëëè 0 < p < 1. Òîãäà ðàâíîìåðíî ïî âñåì a

316



� 18. Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà

è b òàêèì, ÷òî −∞ ≤ a < b ≤ +∞

lim
n→∞

P
{
a ≤ µ − np√

npq
≤ b

}
=

b∫

a

ϕ(x)dx = Φ(b) − Φ(a) =

= N(b) − N(a).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè µk � ÷èñëî óñïåõîâ

â k-ì èñïûòàíèè, òî (µk) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâè-

ñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ñ êîíå÷íûìè Mµk = p, Dµk = pq, ò.å. óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèÿì öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû. Ïðè

ýòîì Sn = µ, a = p, σ2 = pq. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü

öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó ñ �îðìóëèðîâêîé åå

çàêëþ÷åíèÿ â �îðìå (18.5). �

Çàìå÷àíèå 2. Â ñèëó öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé

òåîðåìû ïðè áîëüøèõ n ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

Sn−na
σ
√

n
ïðè-

áëèæåííî èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ïî ëåììå î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà Sn èìååò ïðèáëèæåííî íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

ñ ïàðàìåòðàìè (na, nσ2). Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî îíà

àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ ýòèìè ïàðàìåòðàìè.

Çàìå÷àíèå 3. Ïîëàãàÿ â ïðèáëèæåííîé �îðìóëå

P
{
α ≤ Sn − na

σ
√

n
≤ β

}
≈ Φ(β) − Φ(α)

α = −t, β = t, ïîëó÷èì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

P
{∣∣∣

Sn − na

σ
√

n

∣∣∣ ≤ t
}
≈ 2Φ(t). (18.6)
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18.3. Ïðèìåíåíèå öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé

òåîðåìû ê ïðèáëèæåííîìó âû÷èñëåíèþ

èíòåãðàëîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåîáõîäèìî ïðèáëèæåííî âû÷èñ-

ëèòü èíòåãðàë

I =

b∫

a

f(x)dx,

ãäå −∞ ≤ a < b ≤ +∞. Åñëè õîòü îäèí èç ïðåäåëîâ

èíòåãðèðîâàíèÿ áåñêîíå÷åí, òî áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî

èíòåãðàë ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Ïóñòü p(x) � íåêîòîðàÿ

ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, ò.å. p(x) ≥ 0 è

+∞∫
−∞

p(x)dx = 1,

ïðè÷åì p(x) > 0 äëÿ x ∈ [a, b] è p(x) = 0 â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå. Òîãäà

I =

b∫

a

ϕ(x)p(x)dx, ãäå ϕ(x) =
f(x)

p(x)
.

Äîîïðåäåëÿÿ �óíêöèþ ϕ(x) âíå îòðåçêà [a, b] ïðîèçâîëü-
íûì îáðàçîì, ïîëó÷èì:

I =

+∞∫

−∞

ϕ(x)p(x)dx. (18.7)

Èòàê, çàäà÷à ñâåëàñü ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà (18.7).

Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè-

÷èíû ñ îäíîé è òîé æå ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè p(x). Òî-
ãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû η1 = ϕ(ξ1), η2 = ϕ(ξ2), . . . , ηn =
ϕ(ξn), . . . íåçàâèñèìû (êàê áîðåëåâñêèå �óíêöèè îò íåçà-

âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí) è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû.
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Ïî òåîðåìå î ìàòåìàòè÷åñêîì îæèäàíèè �óíêöèè îò ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû

Mηk =

+∞∫

−∞

ϕ(x)p(x)dx = I.

Ïî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë â �îðìå Õèí÷èíà

1
n

n∑
k=1

ηk
P→ I.

Ïîýòîìó ïðè áîëüøèõ n

I ≈ 1

n

n∑

k=1

ηk =
1

n

n∑

k=1

ϕ(ξk). (18.8)

Ïîëó÷èëè ïðèáëèæåííóþ �îðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòå-

ãðàëà. Äëÿ êîìïüþòåðîâ ðàçðàáîòàíû ñòàíäàðòíûå ïðî-

ãðàììû, ïîçâîëÿþùèå ìîäåëèðîâàòü íåçàâèñèìûå ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû ñ çàäàííîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè.

Êàê ìû âèäèì, äàííûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ î÷åíü

ïðîñò. Îäíàêî æåëàòåëüíî, ÷òîáû êîíòðîëèðîâàëàñü çà-

äàííàÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ñòàëî

âîçìîæíûì, äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâó-

åò

Mη2
1 =

b∫

a

[ϕ(x)]2p(x)dx < ∞.

Òîãäà σ2 = Dη = Mη2 − (Mη)2 < ∞, ò.å. ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ηn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû. Èñïîëüçóÿ (18.6) ïðè

t = 3 è òàáëèöû �óíêöèè Ëàïëàñà, ïîëó÷èì:

P
{∣∣∣

n∑
k=1

ηk − nI

σ
√

n

∣∣∣ ≤ 3
}
≈ 2Φ(3) ≈ 0.997.
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Çíà÷èò, ïðàêòè÷åñêè äîñòîâåðíî, ÷òî

∣∣∣
1

n

n∑

k=1

ηk − I
∣∣∣ ≤ 3σ√

n
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðèìåíåíèè ïðèáëèæåííîé �îðìóëû

(18.7) îøèáêà âû÷èñëåíèé èìååò ïîðÿäîê

1√
n
.

Äîñòîèíñòâîì äàííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ïðîñòîé

àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ, íåäîñòàòîê � ìåäëåííàÿ ñêîðîñòü

ñõîäèìîñòè (ïîðÿäêà O
(

1√
n

)
), â ñâÿçè ñ ÷åì ïðèõîäèòñÿ

ìîäåëèðîâàòü î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí ñ äàííîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè. Îäíàêî

ïðè èñïîëüçîâàíèè êîìïüþòåðà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû çà-

ìåíÿþòñÿ íà òàê íàçûâàåìûå ïñåâäîñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû, äëÿ êîòîðûõ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà íà÷èíà-

åò ïîâòîðÿòüñÿ íåêîòîðûé îòðåçîê ηN , ηN+1, . . . , ηN+K−1

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ηn). Ïîýòîìó íàäî çàáîòèòüñÿ î òîì,
÷òîáû äëèíà ïåðèîäà K è äëèíà îòðåçêà àïåðèîäè÷íîñòè

N +K−1 áûëè äîñòàòî÷íî áîëüøèìè (÷òîáû ïðè âû÷èñ-

ëåíèè íå ïðèìåíÿëèñü ïîâòîðÿþùèåñÿ çíà÷åíèÿ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí ηk).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîñòðîåííûé íàìè àëãîðèòì

äëÿ âû÷èñëåíèÿ îäíîêðàòíîãî èíòåãðàëà ïðàêòè÷åñêè íå

èñïîëüçóåòñÿ, à èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ñïîñîáû âû-

÷èñëåíèÿ. Íî íàøè ðàññóæäåíèÿ äîïóñêàþò ïðîñòóþ ìî-

äè�èêàöèþ, åñëè íàäî âû÷èñëèòü êðàòíûé èíòåãðàë

I =

∫
· · ·

∫

D

f(x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 . . . dxn.

Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ìîäåëèðîâàòü íåçàâèñèìûå

ñëó÷àéíûå âåêòîðà ξ1, ξ2, . . . ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ, ñîñðåäîòî÷åííîé â îáëàñòè D è ñòðîãî ïîëî-

æèòåëüíîé â ýòîé îáëàñòè. Åñëè íåîáõîäèìî ñ÷èòàòü
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èíòåãðàëû áîëüøîé êðàòíîñòè, òî, êàê ïîêàçàë îïûò

�èçèêîâ-ÿäåðùèêîâ, êëàññè÷åñêèå ïîäõîäû ïðèìåíÿòü

íåâîçìîæíî, à åäèíñòâåííûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ � ïðè-

ìåíèòü îïèñàííóþ âûøå ïðîöåäóðó. Ìåòîäû òàêîãî ðîäà

íîñÿò íàçâàíèå ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé

èëè ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî.

18.4. Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà â �îðìàõ

Ëèíäåáåðãà-Ôåëëåðà è Ëÿïóíîâà.

Îêàçûâàåòñÿ, òðåáîâàíèå îäèíàêîâîé ðàñïðåäåëåííî-

ñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðå-

ìå ìîæíî ñóùåñòâåííî îñëàáèòü.

Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè ìîìåíòàìè âòîðîãî

ïîðÿäêà, ak = Mξk, σ2
k = Dξk, Sn =

n∑
k=1

ξk, D2
n =

=
n∑

k=1

σ2
k, Fk(x) = Fξk

(x) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξk (k = 1, 2, . . . ).

Îïðåäåëåíèå 18.1. �îâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ξn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèí-

äåáåðãà, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0

1

D2
n

n∑

k=1

∫

{x: |x−ak|≥εDn}

(x− ak)
2dFk(x) → 0 ïðè n → ∞.

Îïðåäåëåíèå 18.2. �îâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû

ξk−ak

Dn
, k = 1, n, n = 1, 2, . . . , àñèìïòîòè÷åñêè ìà-
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ëû, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0

max
1≤k≤n

P
{∣∣∣

ξk − ak

Dn

∣∣∣ ≥ ε
}
→ 0 ïðè n → ∞.

Ëåììà 18.3. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí (ξn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèíäåáåðãà, òî

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξk−ak

Dn
, k = 1, n, n = 1, 2, . . . , àñèì-

ïòîòè÷åñêè ìàëû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç

ñëåäóþùåé öåïî÷êè íåðàâåíñòâ:

1

D2
n

n∑

k=1

∫

{x: |x−ak|≥εDn}

(x − ak)
2dFk(x) ≥

≥ ε2
n∑

k=1

P{|ξk − ak| ≥ εDn} ≥

≥ ε2 max
1≤k≤n

P
{∣∣∣

ξk − ak

Dn

∣∣∣ ≥ ε
}

.

�

Îïðåäåëåíèå 18.4. �îâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ξn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëÿïó-

íîâà, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0

1

D2+δ
n

n∑

k=1

M |ξk − ak|2+δ → 0 ïðè n → ∞.
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Ëåììà 18.5. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí (ξn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëÿïóíîâà, òî îíà

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèíäåáåðãà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå

Ëÿïóíîâà. Òîãäà

M |ξk − ak|2+δ =

+∞∫

−∞

|x − ak|2+δdFk(x) ≥

≥
∫

{x: |x−ak|≥εDn}

|x − ak|2+δdFk(x) ≥

≥ εδDδ
n

∫

{x: |x−ak|≥εDn}

(x − ak)
2dFk(x).

Îòñþäà

1

D2
n

n∑

k=1

∫

{x: |x−ak|≥εDn}

(x − ak)
2dFk(x) ≤

≤ 1

εδ

1

D2+δ
n

n∑

k=1

M |ξk − ak|2+δ.

Òàê êàê âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëÿïóíîâà, òî ïðè ëþáîì

ε > 0 ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ. Çíà÷èò è åãî ëåâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ò.å.

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëèíäåáåðãà.

�

Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ëèíäåáåðãà.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
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÷èí ñ êîíå÷íûì âòîðûì ìîìåíòîì óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ Ëèíäåáåðãà, òî ïðè n → ∞ ðàâíîìåðíî ïî x ∈ R

P
{ 1

Dn

n∑

k=1

(ξk − ak) < x
}
→ N(x).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû âûíîñèòñÿ â ïðèëîæå-

íèå.

Â ñèëó ëåììû 18.5 îòñþäà ñëåäóåò

Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ëÿïóíîâà.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëÿïóíîâà, òî ïðè n → ∞
ðàâíîìåðíî ïî x ∈ R

P
{ 1

Dn

n∑

k=1

(ξk − ak) < x
}
→ N(x).

Èòàê, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå Ëèíäåáåðãà, òî

ξk−ak

Dn

àñèìïòîòè÷åñêè ìàëû è âûïîëíÿåòñÿ öåíòðàëüíàÿ

ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà. Ôåëëåðó óäàëîñü îáðàòèòü ýòî

óòâåðæäåíèå. Òî÷íåå, îí äîêàçàë, ÷òî åñëè äëÿ íåçàâèñè-

ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ àñèìïòîòè÷åñêè ìàëûìè

ξk−ak

Dn

âûïîëíÿåòñÿ öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà, òî ýòà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ Ëèíäåáåðãà. Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàòû Ëèíäåáåðãà

è Ôåëëåðà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ëèíäåáåðãà-

Ôåëëåðà. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ àñèìïòî-

òè÷åñêîé ìàëîñòè

ξk−ak

Dn
. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ íåå
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âûïîëíÿëàñü öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà, íåîáõî-

äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ Ëèíäåáåðãà.

Çàìå÷àíèå 4. �åçþìèðóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû,

ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà âûïîëíÿåòñÿ, åñëè

êàæäîå ñëàãàåìîå

ξk−ak

Dn
âíîñèò ðàâíîìåðíî ìàëûé âêëàä

â íîðìèðîâàííóþ ñóììó

n∑
k=1

ξk−ak

Dn
. Î÷åíü ÷àñòî ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà, îïèñûâàþùàÿ íåêîòîðîå ÿâëåíèå, ÿâëÿåò-

ñÿ ñóììîé áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí. Íàïðèìåð, îøèáêà âçâåøèâàíèÿ ñîñòîèò èç áîëüøî-

ãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ âêëàäîâ: 1) çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ àò-

ìîñ�åðíîãî äàâëåíèÿ; 2) çà ñ÷åò ïîëîæåíèÿ òåëà íà ÷àø-

êå âåñîâ; 3) çà ñ÷åò îñîáåííîñòåé â êîíñòðóêöèè âåñîâ;

4) çà ñ÷åò ãëàçîìåðà âçâåøèâàþùåãî ëèöà è ò.ä. Ïî öåí-

òðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå îøèáêà âçâåøèâàíèÿ ïðè-

áëèæåííî èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïîäîáíàÿ æå

ïðè÷èíà îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

÷àùå äðóãèõ ðàñïðåäåëåíèé âñòðå÷àåòñÿ â ïðèðîäå è òåõ-

íèêå. Îäíàêî ýòîò �àêò íåëüçÿ àáñîëþòèçèðîâàòü. Èç-

âåñòíî øóòëèâîå âûñêàçûâàíèå: ìàòåìàòèê âåðèò â íîð-

ìàëüíûé çàêîí, òàê êàê äóìàåò, ÷òî ýòî ïðîâåðåíî ýêñ-

ïåðèìåíòàòîðîì, à ýêñïåðèìåíòàòîð âåðèò â íîðìàëüíûé

çàêîí, òàê êàê äóìàåò, ÷òî ýòîò �àêò äîêàçàí ìàòåìàòè-

êîì.
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Ïðèëîæåíèå 1

Ïðèëîæåíèå 1. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î

ñóùåñòâîâàíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ çàäàííîé

�óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ñ çàäàííîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü �óíê-

öèÿ F : R → R

1) íå óáûâàåò,

2) íåïðåðûâíà ñëåâà,

3) F (−∞) = 0, F (+∞) = 1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

(Ω, F , P ) è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = ξ(ω), îïðåäåëåííàÿ
íà íåì òàêàÿ, ÷òî

Fξ(x) = F (x).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñòðîèì âåðîÿòíîñò-

íîå ïðîñòðàíñòâî (Ω, F , P ). Âîçüìåì Ω = R, F = B �

σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ. Îïðåäåëèì âåðîÿòíîñò-

íóþ ìåðó P ñíà÷àëà íà àëãåáðå A êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóèíòåðâàëîâ, à èìåííî, äëÿ ëþáîãî

A =
n∑

i=1
[ai, bi) ∈ A ïîëîæèì

P (A) =
n∑

i=1

[F (bi) − F (ai)].

Òàê êàê F íå óáûâàåò, òî P (A) ≥ 0 ∀A ∈ A, ò.å. âû-
ïîëíåíà àêñèîìà I âåðîÿòíîñòè. Äàëåå, â ñèëó óñëîâèÿ 3)

òåîðåìû P (Ω) = P (R) = F (+∞) − F (−∞) = 1, ò.å. âû-

ïîëíåíà àêñèîìà II âåðîÿòíîñòè. Åñëè A =
n∑

i=1
[ai, bi) è
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B =
n∑

j=1
[cj , dj) íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ïðè ëþáûõ i, j ïîëó-

èíòåðâàëû [ai, bi) è [cj , dj) íå ïåðåñåêàþòñÿ, ò.å. A + B =
n∑

i=1
[ai, bi) +

n∑
j=1

[cj , dj). Ñëåäîâàòåëüíî,

P (A + B) =

n∑

i=1

[F (bi) − F (ai)] +

n∑

j=1

[F (dj) − F (cj)] =

= P (A) + P (B),

ò.å. P êîíå÷íî àääèòèâíà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî

îíà ñ÷åòíî àääèòèâíà, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî P íåïðå-

ðûâíà â ïóñòîì ìíîæåñòâå (íóëå), ò.å. ÷òî ïðè An ↓ ∅ âû-
ïîëíÿåòñÿ P (An) → 0 (An ∈ A). Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì,
÷òî An ↓ ∅ è âñå ìíîæåñòâà An ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó

êîíå÷íîìó çàìêíóòîìó îòðåçêó [−N,N ]. Òàê êàê â ñèëó

íåïðåðûâíîñòè ñëåâà �óíêöèè F (x)

P ([a, b′)) = F (b′) − F (a) → F (b) − F (a) = P ([a, b))

ïðè b′ → b − 0, òî ñóùåñòâóåò [a, b′) òàêîé, ÷òî [a, b′] ⊂
[a, b), à ðàçíîñòü P ([a, b)) − P ([a, b′)) ñêîëü óãîäíî ìàëà.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî An � êîíå÷íûå ñóììû ïîïàðíî íåïåðå-

ñåêàþùèõñÿ [ai, bi), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 è

ëþáîãî An íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî Bn ∈ A òàêîå, ÷òî åãî

çàìûêàíèå [Bn] ⊂ An è

P (An) − P (Bn) ≤ ε

2n
.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ

⋂
n

An = ∅, ñëåäîâàòåëüíî, ⋂
n
[B]n =

∅. Íî ìíîæåñòâà [Bn] çàìêíóòû, ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå
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êîíå÷íîå n0 = n0(ε), ÷òî

n0⋂

n=1

[Bn] = ∅. (Ï1.1)

(Â ñàìîì äåëå, [−N,N ] � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, à ñè-

ñòåìà ìíîæåñòâ { [−N,N ]\[Bn] n = 1, 2, . . . } îáðàçó-
åò îòêðûòîå ïîêðûòèå ýòîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà. Ïî

ëåììå �åéíå-Áîðåëÿ ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå:

n0⋃

n=1

([−N,N ] \ [Bn]) = [−N,N ],

à çíà÷èò,

n0⋂
n=1

[Bn] = ∅).
Ó÷èòûâàÿ (Ï1.1) è òî, ÷òî An0 ⊂ An0−1 ⊂ . . . ⊂ A1,

ïîëó÷àåì

P (An0) = P
(
An0 \

n0⋂

k=1

Bk

)
+ P

( n0⋂

k=1

Bk

)
=

= P
(
An0 \

n0⋂

k=1

Bk

)
≤ P

( n0⋃

k=1

(Ak \ Bk)
)
≤

≤
n0∑

k=1

P (Ak \ Bk) ≤
n0∑

k=1

ε

2k
< ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî P (An) →
0 ïðè n → ∞.

Îñòàåòñÿ èçáàâèòüñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî âñå An ⊂
[−N,N ] äëÿ íåêîòîðîãî N . Òàê êàê P ([−N,N ]) → 0 ïðè

N → ∞, òî ïî çàäàííîìó ε > 0 ìîæíî íàéòè òàêîå N ,

÷òî P ([−N,N ]) > 1 − ε
2 . Òîãäà, ïîñêîëüêó

An = An ∩ [−N,N ] + An ∩ [−N,N ],
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òî

P (An) = P (An ∩ [−N,N ]) + P (An ∩ [−N,N ]) ≤

≤ P (An ∩ [−N,N ]) +
ε

2
,

è, ïðèìåíÿÿ ïðåäøåñòâóþùåå ðàññóæäåíèå (ñ çàìåíîé An

íà An ∩ [−N,N ]), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
n áóäåò âûïîëíÿòüñÿ P (An ∩ [−N,N ]) ≤ ε

2 . Èòàê, ñíîâà

äîêàçàíî, ÷òî P (An) → 0 ïðè n → ∞.

Òàêèì îáðàçîì, P � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà A. Ïî
òåîðåìå î ïðîäîëæåíèè ìåðû ìû ìîæåì åäèíñòâåííûì

ñïîñîáîì ïðîäîëæèòü åå íà σ-àëãåáðó áîðåëåâñêèõ ìíî-

æåñòâ B.
Èòàê, âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (R,B, P ) ïîñòðîå-

íî. Îñòàåòñÿ ïîëîæèòü ξ(x) = x ∀ x ∈ R. Òîãäà

Fξ(x) = P{ξ < x} = P ((−∞, x)) = F (x).

�
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Ïðèëîæåíèå 2. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ñëàáîé

ñõîäèìîñòè ê íåïðåðûâíîé �óíêöèè

Ëåììà î ñëàáîé ñõîäèìîñòè �óíêöèé ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ê íåïðåðûâíîé �óíêöèè. Åñëè ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëàáî ñõîäèòñÿ ê íåïðå-

ðûâíîé �óíêöèè, òî îíà ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà R ê

ýòîé �óíêöèè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê F (x) íå óáûâàåò è
0 ≤ F (x) ≤ 1, òî ∀ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê
x1 < x2 < . . . < xK òàêîå, ÷òî íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ

(−∞ ≡ x0, x1), [x1, x2), . . . , [xK , xK+1 ≡ +∞)

ïðèðàùåíèå �óíêöèè F (x) íå ïðåâîñõîäèò ε. Ïóñòü x ∈
[xk, xk+1). Òàê êàê �óíêöèè Fn(x) è F (x) íå óáûâàþò, òî

|Fn(x)−Fn(xk)| ≤ Fn(xk+1)−Fn(xk) = Fn(xk+1)−F (xk+1)+

+F (xk+1)−F (xk)+F (xk)−Fn(xk) ≤ |Fn(xk+1)−F (xk+1)|+
+F (xk+1) − F (xk) + |F (xk) − Fn(xk)|,
|F (xk) − F (x)| ≤ F (xk+1) − F (xk).

Ïîýòîìó

|Fn(x) − F (x)| ≤ |Fn(x) − Fn(xk)| + |Fn(xk) − F (xk)|+

+|F (xk) − F (x)| ≤ |Fn(xk+1) − F (xk+1)|+
+2|Fn(xk) − F (xk)| + 2(F (xk+1 − F (xk)). (Ï1.1)

Òàê êàê Fn(xk) → F (xk), òî ∀ε > 0 ∃N(k) òàêîå, ÷òî

∀n > N(k) âûïîëíÿåòñÿ |Fn(xk)−F (xk)| < ε, |Fn(xk+1)−
F (xk+1)| < ε. Òàê êàê x ∈ [xk, xk+1), òî F (xk+1)−F (xk) <
ε.
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Ïóñòü N = max
0≤k≤K

N(k). Òîãäà ∀n > N è ∀x ∈
R |Fn(xk) − F (xk)| < ε. Íî òîãäà èç (Ï1.1) ñëå-

äóåò, ÷òî ∀ε > 0 ∃N òàêîå, ÷òî ∀n > N
è ∀x ∈ R âûïîëíÿåòñÿ |Fn(x) − F (x)| < 5ε. Ýòî

è îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü Fn(x) ê F (x).
�
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Ïðèëîæåíèå 3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

íåïðåðûâíîñòè äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé.

Òåîðåìà íåïðåðûâíîñòè äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ

�óíêöèé. Ïóñòü (Pn(z) =
∞∑

k=0

p
(n)
k zk, n = 1, 2, . . . ) �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé âåðîÿòíî-

ñòåé, P (z) =
∞∑

k=0

pkz
k
� ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âñå lim
n→∞

p
(n)
k = pk, k =

0, 1, 2, . . . , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè âñåõ

z, |z| < 1

lim
n→∞

Pn(z) = P (z).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî lim
n→∞

p
(n)
k = pk, k = 0, 1, 2, . . . . Ôèêñèðóåì

ïðîèçâîëüíîå ε > 0, è ïóñòü |z| < 1. Òîãäà

|Pn(z) − P (z)| =
∣∣∣

∞∑

k=0

(p
(n)
k − pk)z

k
∣∣∣ ≤

N−1∑

k=0

|p(n)
k − pk|+

+2
∞∑

k=N

|z|k =
N−1∑

k=0

|p(n)
k − pk| +

2|z|N
1 − |z| .

Òàê êàê

2|z|N
1−|z| → 0 ïðè |z| < 1, òî ïî ðàññìàòðè-

âàåìîìó ε > 0 íàéäåòñÿ N òàêîå, ÷òî

2|z|N
1−|z| < ε

2 .

Òàê êàê ïðè íàéäåííîì �èêñèðîâàííîì N ñóììà

N−1∑
k=0

|p(n)
k − pk| → 0 ïðè n → ∞, òî ïî ε è N íàéäåòñÿ n0
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òàêîå, ÷òî

N−1∑
k=0

|p(n)
k − pk| < ε

2 ïðè n ≥ n0. Ñëåäîâàòåëüíî,

∀ ε > 0 ∃ n0 = n0(ε) òàêîå, ÷òî |Pn(z)−P (z)| < ε
2 + ε

2 = ε
ïðè n > n0. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî lim

n→∞
Pn(z) = P (z) ïðè

|z| < 1.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü lim
n→∞

Pn(z) = P (z) ïðè |z| < 1.

Èç îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0 ≤ pn
0 ≤ 1 âûáè-

ðàåì ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü p
(n,1)
0 → p0. Èç

îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0 ≤ p
(n,1)
1 ≤ 1 âûáèðà-

åì ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü p
(n,2)
1 → p1 è ò.ä.

Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

p
(1,1)
k , p

(2,1)
k , p

(3,1)
k . . .

p
(1,2)
k , p

(2,2)
k , p

(3,2)
k . . .

p
(1,3)
k , p

(2,3)
k , p

(3,3)
k . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

âûáèðàåì äèàãîíàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü p
(n,n)
k ,

êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê pk ïðè ëþáîì k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

õîòÿ áû ïðè îäíîì k ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p
(n)
k íå ñõîäèò-

ñÿ ê pk. Òîãäà ìîæíî âûáðàòü äâå ñõîäÿùèåñÿ ê ðàçíûì

ïðåäåëàì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè p
(n′)
k → p∗k, p

(n′′)
k → p∗∗k .

Ïî ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû Pn′(z) → P ∗(z) =
∞∑

k=0

p∗kz
k

è Pn′′(z) → P ∗∗(z) =
∞∑

k=0

p∗∗k zk
. Òàê êàê ïî óñëîâèþ

Pn(z) → P (z), òî P ∗(z) = P ∗∗(z) = P (z) è p∗k =
p∗∗k = pk, ò.å. lim

n→∞
pn

k = pk. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ïðè âñåõ k ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p
(n)
k ñõîäèòñÿ ê pk.

�
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Ïðèëîæåíèå 4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì

íåïðåðûâíîñòè äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ

�óíêöèé.

Ëåììà Ï4.1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé

ðàñïðåäåëåíèÿ (Fn(x)) ñëàáî ñõîäèòñÿ ê íåóáûâàþùåé

�óíêöèè F (x), òî ñóùåñòâóåò íåóáûâàþùàÿ íåïðåðûâ-

íàÿ ñëåâà �óíêöèÿ 0 ≤ F ∗(x) ≤ 1 òàêàÿ, ÷òî Fn(x) ⇒
F ∗(x). Ïðè ýòîì ìíîæåñòâà òî÷åê íåïðåðûâíîñòè F è

F ∗
ñîâïàäàþò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè g(x)
îáîçíà÷èì ÷åðåç C(g) ìíîæåñòâî åå òî÷åê íåïðåðûâíîñòè.
Ïîëîæèì äëÿ x ∈ R

F ∗(x) = sup
y<x, y∈C(F )

F (y), (Ï4.1)

Ïîêàæåì, ÷òî F ∗
� èñêîìàÿ �óíêöèÿ.

1. F ∗
íå óáûâàåò, òàê êàê åñëè x1 < x2, òî

F ∗(x1) = sup
y<x1, y∈C(F )

F (y) ≤ sup
y<x2, y∈C(F )

F (y) = F ∗(x2).

2. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x0 ∈ R F ∗(x0) =
lim

x→x0−0
F (x). Â ñèëó (Ï4.1) ∀ε > 0 ∃y ∈ C(F ), y < x

òàêîå, ÷òî F ∗(x0)−F (y) < ε. Îáîçíà÷èì δ = x0−y > 0. Òî-
ãäà ∀ε > 0 ∃δ = x0−y > 0 òàêîå, ÷òî èç x−δ = y < x < x0

ñëåäóåò F ∗(x0) − F (x) ≤ F ∗(x0) − F (y) < ε.
3. Äîêàæåì, ÷òî F ∗

íåïðåðûâíà ñëåâà. Äåéñòâèòåëüíî,

lim
x→x0−0

F ∗(x) = lim
x→x0−0

lim
y→x−0

F (y) = lim
y→x0−0

F (y) = F ∗(x0).

4. Åñëè x0 ∈ C(F ), òî â ñèëó äîêàçàííîãî â 2

F ∗(x0) = lim
x→x0−0

F (x) = F (x0).
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5. Óñòàíîâèì, ÷òî â êàæäîé òî÷êå ïðåäåëû ñïðàâà ó

�óíêöèé F è F ∗
ñîâïàäàþò. Òàê êàê ìíîæåñòâî òî÷åê

íåïðåðûâíîñòè F âñþäó ïëîòíî â R, òî, ïðèìåíÿÿ 4, ïî-

ëó÷èì

lim
x→x0+0

F ∗(x) = lim
x→x0+0, x∈C(F )

F ∗(x) =

= lim
x→x0+0, x∈C(F )

F (x) = lim
x→x0+0

F (x).

6. Åñëè x0 ∈ C(F ), òî â ñèëó 4,5 x0 ∈ C(F ∗).
7. Ïóñòü x0 /∈ C(F ), ò.å. lim

x→x0+0
F (x)− lim

x→x0−0
F (x) > 0.

Â ñèëó (Ï4.1) è 4

lim
x→x0+0

F ∗(x) − lim
x→x0−0

F ∗(x) ≥ lim
x→x0+0

F ∗(x)−

− lim
x→x0−0

F (x) = lim
x→x0+0

F (x) − lim
x→x0−0

F (x) > 0,

ò.å. x0 /∈ C(F ∗). Èç 6 è 7 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà

òî÷åê íåïðåðûâíîñòè F è F ∗
ñîâïàäàþò. Òàê êàê

â ýòèõ òî÷êàõ F = F ∗
, òî Fn ⇒ F ∗

. Ïîñêîëü-

êó 0 ≤ Fn(x) ≤ 1, òî â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè

0 ≤ F (x) ≤ 1. Òîãäà èç (Ï4.1) ñëåäóåò, ÷òî 0 ≤ F ∗ ≤ 1.
�

Çàìå÷àíèå 1. Ê ñîæàëåíèþ, F ∗
ìîæåò íå îêàçàòü-

ñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, èáî, êàê ìû óáåäèëèñü

íà ïðèìåðå ξn(ω) ≡ n, ìîæåò íàðóøàòüñÿ ñâîéñòâî

F (+∞) − F (−∞) = 1. Ìîæíî áûòü óâåðåííûì òîëüêî â

òîì, ÷òî 0 ≤ F (+∞) − F (−∞) ≤ 1.

Ëåììà Ï4.2. Åñëè Fn(x) → F (x) íà âñþäó ïëîòíîì
íà ïðÿìîé ìíîæåñòâå D, òî Fn(x) ⇒ F (x).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x′, x′′ ∈ D, x′ < x <
x′′
. Î÷åâèäíî, ÷òî

F (x′) = lim
n→∞

Fn(x′) ≤ lim inf
n→∞

Fn(x) ≤ lim sup
n→∞

Fn(x) ≤

≤ lim
n→∞

Fn(x′′) = F (x′′).

Ïîýòîìó

F (x − 0) ≤ lim inf
n→∞

Fn(x) ≤ lim sup
n→∞

Fn(x) ≤ F (x + 0).

Åñëè x � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè F , òî êðàéíèå ÷ëåíû ïî-

ñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñîâïàäàþò ñ F (x). Ñëåäîâàòåëüíî,
â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè F ñóùåñòâóåò lim

n→∞
Fn(x) = F (x).

Ýòî è îçíà÷àåò ñëàáóþ ñõîäèìîñòü Fn ê F .
�

Ïåðâàÿ òåîðåìà Õåëëè. Èç âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ (Fn(x)) ìîæíî âûáðàòü

ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Åå ñëàáûé

ïðåäåë F (x) ìîæåò áûòü âûáðàí íåïðåðûâíîé ñëåâà

íåóáûâàþùåé �óíêöèåé, äëÿ êîòîðîé 0 ≤ F (x) ≤ 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü D = {xk} � ñ÷åòíîå

âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî íà ïðÿìîé. Èç îãðàíè÷åííîé

÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Fn(x1)) (âñå åå ÷ëåíû ëå-

æàò ìåæäó 0 è 1) âûáèðàåì ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü (F1n(x1)). Ïóñòü c1 = lim
n→∞

Fn1(x1). Èç îãðàíè-

÷åííîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè F1n(x2) âûáèðàåì

ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü F2n(x2), ïðåäåë êî-

òîðîé îáîçíà÷èì c2 è ò.ä. Òîãäà äëÿ äèàãîíàëüíîé ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè Fnn(x) â ëþáîé òî÷êå xk ∈ D ïîëó÷èì,

÷òî Fnn(xk) → ck. Òàê êàê Fnn(xk) ≤ Fnn(xl) ïðè xk < xl,
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òî â ïðåäåëå ïðè n → ∞ ïîëó÷èì, ÷òî ck ≤ cl. Ïîëîæèì

F (x) = sup
xk≤x, xk∈D

ck.

Î÷åâèäíî, F (x) � íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ. Ïîñêîëüêó

F (xk) = ck äëÿ ëþáîãî xk ∈ D, òî Fnn(xk) → F (xk) â

òî÷êàõ ìíîæåñòâà D. Ïî ëåììå Ï4.2 îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî Fnn(x) ⇒ F (x). Â ñèëó ëåììû Ï4.1 ñëàáûé ïðåäåë

ìîæåò áûòü âûáðàí íåïðåðûâíîé ñëåâà íåóáûâàþùåé

�óíêöèåé, äëÿ êîòîðîé 0 ≤ F (x) ≤ 1 �.

Çàìå÷àíèå 2. Íà ñàìîì äåëå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

ïîñòðîåííàÿ â äîêàçàòåëüñòâå �óíêöèÿ F ñàìà óäî-

âëåòâîðÿåò íóæíûì óñëîâèÿì (íåïðåðûâíà ñëåâà, íå

óáûâàåò, 0 ≤ F ≤ 1). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà áóäåò

ïî÷òè äîñëîâíûì ïîâòîðåíèåì äîêàçàòåëüñòâà ëåììû

Ï4.1.

Çàìå÷àíèå 3. Ìû îïðåäåëèëè ñëàáóþ ñõîäèìîñòü êàê

ñõîäèìîñòü ê íåóáûâàþùåé �óíêöèè. Åñëè îïðåäåëÿòü

ñëàáóþ ñõîäèìîñòü àëüòåðíàòèâíî, íå òðåáóÿ, ÷òîáû

ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ áûëà íåóáûâàþùåé, òî �îðìó-

ëèðîâêà ïåðâîé òåîðåìû Õåëëè äîëæíà áûòü òàêîé:

èç âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ

(Fn(x)) ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñëàáî

ñõîäÿùóþñÿ ê íåóáûâàþùåé �óíêöèè. Äåéñòâèòåëüíî,

ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè ñëàáîé ñõîäèìîñòè ëþáàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ñàìà óæå ñëàáî ñõîäèòñÿ, íàïðèìåð, ê

�óíêöèè Äèðèõëå. Òîãäà è ëþáàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü áóäåò ñëàáî ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè Äèðèõëå. Ê òîìó

æå ïðè äîêàçàòåëüñòâå îáðàòíîé òåîðåìû íåïðåðûâíîñòè

äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé, êîòîðîå ïðèâîäèòñÿ
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íèæå, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ ó ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè áûëà íåóáûâàþùåé è íåïðåðûâíîé ñëåâà.

Âòîðàÿ òåîðåìà Õåëëè. Åñëè g(x) � íåïðåðûâíàÿ

îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ÷èñëîâîé ïðÿ-

ìîé, Fn(x) ⇒ F (x) è F (+∞) − F (−∞) = 1, òî

lim
n→∞

∞∫

−∞

g(x)dFn(x) =

∞∫

−∞

g(x)dF (x). (Ï4.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü a è b (a < b) � òî÷êè

íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè F (x). Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî

lim
n→∞

b∫

a

g(x)dFn(x) =

b∫

a

g(x)dF (x). (Ï4.3)

Ôèêñèðóåì ε > 0. Òàê êàê g(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâ-

íà íà îòðåçêå [a, b], à ìíîæåñòâî òî÷åê íåïðåðûâíîñòè

F (x) âñþäó ïëîòíî íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R, òî îòðå-

çîê [a, b] ìîæíî ðàçáèòü òî÷êàìè íåïðåðûâíîñòè a =
x0, x1, . . . , xn−1, xn = b �óíêöèè F (x) íà òàêèå îò-

ðåçêè [xk−1, xk], ÷òî |g(x) − g(xk)| < ε ïðè x ∈ [xk−1, xk].
Îïðåäåëèì ñòóïåí÷àòóþ �óíêöèþ

gε(x) =
n∑

k=1

g(xk)Ix∈[xk−1,xk),

äëÿ êîòîðîé |gε(x)− g(x)| ≤ ε ïðè x ∈ [a, b], è ïóñòü M =
sup
x∈R

|g(x)|. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

∣∣∣
b∫

a

g(x)dFn(x) −
b∫

a

g(x)dF (x)
∣∣∣ ≤

b∫

a

|g(x) − gε(x)|dFn(x)+
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+
∣∣∣

b∫

a

gε(x)dFn(x)−
b∫

a

gε(x)dF (x)
∣∣∣+

b∫

a

|g(x)−gε(x)|dF (x) ≤

≤ 2ε +
∣∣∣

n∑

k=1

[Fn(xk) − Fn(xk−1)]gε(xk)−

−
n∑

k=1

[F (xk) − F (xk−1)]gε(xk)
∣∣∣ = 2ε +

∣∣∣
n∑

k=1

gε(xk)[Fn(xk)−

−Fn(xk−1) − F (xk) + F (xk−1)]
∣∣∣ ≤ 2ε + M

n∑

k=1

[|Fn(xk)−

−F (xk)| + |Fn(xk−1) − F (xk−1)|] ≤ 2ε(1 + Mn).

Ýòèì äîêàçàíî (Ï4.3). Âûáåðåì X > 0 òàê, ÷òîáû

F (−X) < ε
4 , 1 − F (X) < ε

4 , ïðè÷åì −X è X áû-

ëè òî÷êàìè íåïðåðûâíîñòè F (x). Ïîñêîëüêó Fn(−X) →
F (−X), Fn(X) → F (X), òî ∀ε > 0 ∃N òàêîå, ÷òî

∀n > N âûïîëíÿåòñÿ Fn(−X) < ε
2 , 1−Fn(X) < ε

2 . Èìååì

ñëåäóþùóþ îöåíêó:

∣∣∣
∞∫

−∞

g(x)dFn(x) −
∞∫

−∞

g(x)dF (x)
∣∣∣ ≤

∣∣∣
X∫

−X

g(x)dFn(x)−

−
X∫

−X

g(x)dF (x)
∣∣∣+

∣∣∣
∫

|x|>X

g(x)dFn(x)
∣∣∣+

∣∣∣
∫

|x|>X

g(x)dF (x)
∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣

X∫

−X

g(x)dFn(x) −
X∫

−X

g(x)dF (x)
∣∣∣ + M

( ∫

|x|>X

dFn(x)+
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+

∫

|x|>X

dF (x)
)
≤

∣∣∣
X∫

−X

g(x)dFn(x) −
X∫

−X

g(x)dF (x)
∣∣∣+

+M [1−Fn(X)+Fn(−X)+F (∞)−F (X)+F (−X)−F (−∞)] =

=
∣∣∣

X∫

−X

g(x)dFn(x) −
X∫

−X

g(x)dF (x)
∣∣∣ + M [1 − Fn(X)+

+Fn(−X) + 1 − F (X) + F (−X)] <

<
∣∣∣

X∫

−X

g(x)dFn(x) −
X∫

−X

g(x)dF (x)
∣∣∣ +

3Mε

2
. (Ï4.4)

Íà îñíîâàíèè (Ï4.3) çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðà-

âàÿ ÷àñòü (Ï4.4) ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü

óãîäíî ìàëîé. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

�

Ïðÿìàÿ òåîðåìà íåïðåðûâíîñòè äëÿ õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé. Ïóñòü Fn(x), F (x) � �óíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ, fn(t), f(t) � ñîîòâåòñòâóþùèå õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè. Åñëè Fn(x) ⇒ F (x), òî

fn(t) → f(t) äëÿ êàæäîãî t ∈ R.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ïðè êàæäîì �èê-

ñèðîâàííîì t �óíêöèÿ g(x) = eitx
íåïðåðûâíà è îãðàíè-

÷åíà, òî ïî âòîðîé òåîðåìå Õåëëè

fn(t) =

∞∫

−∞

eitxdFn(x) →
∞∫

−∞

eitxdF (x) = f(t).

�
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Ëåììà Ï4.3. Åñëè f(t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ

�óíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, X > 0, τ > 0, Xτ > 1,
òî

P{|ξ| ≤ X} ≥

∣∣∣ 1
2τ

τ∫
−τ

f(t)dt
∣∣∣ − 1

τX

1 − 1
τX

,

â ÷àñòíîñòè, ïðè Xτ = 2

P{|ξ| ≤ X} ≥ 2
∣∣∣

1

2τ

τ∫

−τ

f(t)dt
∣∣∣ − 1. (Ï4.5)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñëåäóåò èç öåïî÷êè íåðàâåíñòâ

∣∣∣
1

2τ

τ∫

−τ

f(t)dt
∣∣∣ =

∣∣∣
1

2τ

τ∫

−τ

∞∫

−∞

eitxdF (x)dt
∣∣∣ =

=
∣∣∣

1

2τ

∞∫

−∞

( τ∫

−τ

eitxdt
)
dF (x)

∣∣∣ =
∣∣∣

1

2τ

∞∫

−∞

( τ∫

−τ

cos txdt
)
dF (x)

∣∣∣ =

=
∣∣∣

∞∫

−∞

sin xτ

xτ
dF (x)

∣∣∣ ≤
∞∫

−∞

∣∣∣
sinxτ

xτ

∣∣∣dF (x) =

=

∫

|x|≤X

∣∣∣
sin xτ

xτ

∣∣∣dF (x) +

∫

|x|>X

∣∣∣
sin xτ

xτ

∣∣∣dF (x) ≤

≤
∫

|x|≤X

dF (x) +
1

Xτ

∫

|x|>X

dF (x) = P{|ξ| ≤ X}+

+
1

Xτ
P{|ξ| > X} = P{|ξ| ≤ X} +

1

Xτ
[1 − P{|ξ| ≤ X}] =
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=
(
1 − 1

Xτ

)
P{|ξ| ≤ X} +

1

Xτ
. �

Îáðàòíàÿ òåîðåìà íåïðåðûâíîñòè äëÿ õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé. Ïóñòü (fn(t)) � ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé, (Fn(x)) � ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ �óíêöèé ðàñïðå-

äåëåíèÿ. Åñëè ïðè êàæäîì t ∈ R ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(fn(t)) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé �óíêöèè f(t), íåïðåðûâ-
íîé â íóëå, òî f(t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Åñ-

ëè F (x) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ,

òî Fn(x) ⇒ F (x).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ïåðâîé òåîðåìå Õåëëè

èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Fn) ìîæíî âûäåëèòü ñëàáî ñõî-

äÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Fnn), Fnn ⇒ F . Ïðè
ýòîì F ìîæåò áûòü âûáðàíà íåïðåðûâíîé ñëåâà è íåóáû-

âàþùåé, ïðè÷åì 0 ≤ F ≤ 1.

Äîêàæåì, ÷òî F (x) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ

ýòîãî îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî F (−∞) = 0, F (∞) = 1.
Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê fn(0) = 1, |fn(t)| ≤ 1 è fn → f , òî
f(0) = 1, |f(t)| ≤ 1. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû f íåïðåðûâíà

â íóëå, ò.å. ∀ε > 0 ∃τ0 > 0 òàêîå, ÷òî |f(t) − 1| ≤ ε
4 ïðè

|t| ≤ τ0. Íî òîãäà

∣∣∣
1

2τ

τ∫

−τ

f(t)dt
∣∣∣ ≥ 1 − ε

4
ïðè 0 < τ ≤ τ0.

Äàëåå, fn(t) → f(t) ∀t ∈ R è |fn(t)| ≤ 1; ïî òåîðåìå
Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè (ïðåäåëüíûé ïåðåõîä
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ïîä çíàêîì èíòåãðàëà Ëåáåãà)

1

2τ

τ∫

−τ

fn(t)dt → 1

2τ

τ∫

−τ

f(t)dt ïðè n → ∞,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

∣∣∣
1

2τ

τ∫

−τ

fn(t)dt − 1

2τ

τ∫

−τ

f(t)dt
∣∣∣ ≤ ε

4
.

Çíà÷èò,

∣∣∣
1

2τ

τ∫

−τ

fn(t)dt
∣∣∣ =

∣∣∣
1

2τ

τ∫

−τ

f(t)dt −
[ 1

2τ

τ∫

−τ

f(t)dt−

− 1

2τ

τ∫

−τ

fn(t)dt
]∣∣∣ ≥

∣∣∣
1

2τ

τ∫

−τ

f(t)dt
∣∣∣−

−
∣∣∣

1

2τ

τ∫

−τ

f(t)dt − 1

2τ

τ∫

−τ

fn(t)dt
∣∣∣ ≥ 1 − ε

4
− ε

4
= 1 − ε

2
.

Åñëè

2
τ � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè Fn(x), òî â ñèëó (Ï4.5) èç

ëåììû Ï4.3

P
{
|ξn| ≤

2

τ

}
= Fn

(2

τ

)
−Fn

(
− 2

τ

)
≥ 2

∣∣∣
1

2τ

τ∫

−τ

fn(t)dt
∣∣∣−1 ≥

≥ 2
(
1 − ε

2

)
− 1 = 1 − ε.

343



Ïðèëîæåíèå 4

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíÿòñÿ è äëÿ ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè (Fnn), ïåðåõîäÿ â êîòîðîì ê ïðåäåëó ïðè

n → ∞, ïîëó÷èì

F
(2

τ

)
− F

(
− 2

τ

)
≥ 1 − ε,

îòêóäà F (+∞)−F (−∞) ≥ 1−ε ∀ε > 0. Òàêèì îáðàçîì,

F (+∞) − F (−∞) ≥ 1. Òàê êàê 0 ≤ Fnn(x) ≤ 1, òî è

0 ≤ F (x) ≤ 1, ÷òî âìåñòå äàåò F (−∞) = 0, F (+∞) = 1.
Èòàê, F (x) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äîêàæåì, ÷òî Fn(x) ⇒ F (x). Ïóñòü Fn ; F , òîãäà
ñóùåñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè Fn′ ⇒ F ∗, Fn′′ ⇒
F ∗∗, F ∗ 6= F ∗∗

. Ïî ïðÿìîé òåîðåìå íåïðåðûâíîñòè äëÿ

õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé fn′ → f∗, fn′′ → f∗∗

è f∗ 6= f∗∗
, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî fn → f .

�
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Ïðèëîæåíèå 5. Äîêàçàòåëüñòâî öåíòðàëüíîé

ïðåäåëüíîé òåîðåìû Ëèíäåáåðãà.

Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ëèíäåáåðãà.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí ñ êîíå÷íûì âòîðûì ìîìåíòîì óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ Ëèíäåáåðãà, òî ïðè n → ∞ ðàâíîìåðíî ïî x ∈ R

P
{ 1

Dn

n∑

k=1

(ξk − ak) < x
}
→ N(x).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ìîæíî ñ÷èòàòü ak = 0, k = 1, 2, . . . (èíà÷å íàäî ïåðåéòè
ê ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì ξ′k = ξk − ak). Ââåäåì îáîçíà÷å-

íèÿ:

fk(t) = Meitξk , Tn =
Sn√
DSn

=
Sn

Dn
,

fSn(t) = MeitSn , fTn(t) = MeitTn .

Òîãäà â ñèëó ñâîéñòâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè

fTn(t) = MeitTn = Mei t
Dn

Sn = fSn

( t

Dn

)
=

n∏

k=1

fk

( t

Dn

)
,

(Ï5.1)
è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

ïðè n → ∞
fTn(t) → e−

t2

2 .

Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà ïî îáðàòíîé òåîðåìå íåïðåðûâíî-

ñòè äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé FTn(x) ⇒ N(x), à
òàê êàê �óíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ N(x) íåïðåðûâíà, òî ïî ëåììå î ñëàáîé ñõîäèìîñòè ê
íåïðåðûâíîé �óíêöèè FTn(x) áóäåò ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
ê N(x).
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Ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì çà�èêñèðóåì t ∈ R äî êîíöà

äîêàçàòåëüñòâà. Â ñèëó ðàçëîæåíèé

eiy = 1 + iy +
θ1y

2

2
,

eiy = 1 + iy − y2

2
+

θ2|y|3
3!

,

ñïðàâåäëèâûõ äëÿ êàæäîãî äåéñòâèòåëüíîãî y ñ θ1 =
θ1(y), θ2 = θ2(y) òàêèìè, ÷òî |θ1| ≤ 1, |θ2| ≤ 1, íàõîäèì,
÷òî

fk(t) = Meitξk =

+∞∫

−∞

eitxdFk(x) =

∫

|x|≥εDn

(
1 + itx+

+
θ1(tx)2

2

)
dFk(x)+

∫

|x|<εDn

(
1+itx− t2x2

2
+

θ2|tx|3
6

)
dFk(x) =

= 1 +
t2

2

∫

|x|≥εDn

θ1x
2dFk(x) − t2

2

∫

|x|<εDn

x2dFk(x)+

+
|t|3
6

∫

|x|<εDn

θ2|x|3dFk(x)

(çäåñü ó÷èòûâàëîñü, ÷òî, ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, ak =
+∞∫
−∞

xdFk(x) = 0).

Ñëåäîâàòåëüíî,

fk

( t

Dn

)
= 1 − t2

2D2
n

∫

|x|<εDn

x2dFk(x)+
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+
t2

2D2
n

∫

|x|≥εDn

θ1x
2dFk(x) +

|t|3
6D3

n

∫

|x|<εDn

θ2|x|3dFk(x).

(Ï5.2)
Òàê êàê

∣∣∣
1

2

∫

|x|≥εDn

θ1x
2dFk(x)

∣∣∣ ≤ 1

2

∫

|x|≥εDn

x2dFk(x),

òî

1

2

∫

|x|≥εDn

θ1x
2dFk(x) = θ̃1

∫

|x|≥εDn

x2dFk(x), (Ï5.3)

ãäå θ̃1 = θ̃1(t, k, n) è |θ̃1| ≤ 1
2 .

Òî÷íî òàê æå óñòàíàâëèâàåì, ÷òî

∣∣∣
1

6

∫

|x|<εDn

θ2|x|3dFk(x)
∣∣∣ ≤ 1

6

∫

|x|<εDn

εDn

|x| · |x|3dFk(x) =

=
1

6

∫

|x|<εDn

εDnx2dFk(x),

è, çíà÷èò,

1

6

∫

|x|<εDn

θ2|x|3dFk(x) = θ̃2

∫

|x|<εDn

εDnx2dFk(x), (Ï5.4)

ãäå θ̃2 = θ̃2(t, k, n) è |θ̃2| ≤ 1
6 .

Ïîëîæèì òåïåðü

Akn =
1

D2
n

∫

|x|<εDn

x2dFk(x),
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Bkn =
1

D2
n

∫

|x|≥εDn

x2dFk(x).

Òîãäà â ñèëó (Ï5.2) � (Ï5.4)

fk

( t

Dn

)
= 1 − t2Akn

2
+ t2θ̃1Bkn + |t|3εθ̃2Akn = 1 + Ckn.

(Ï5.5)
Çàìåòèì, ÷òî

n∑

k=1

(Akn + Bkn) = 1 (Ï5.6)

è, ñîãëàñíî óñëîâèþ Ëèíäåáåðãà,

n∑

k=1

Bkn → 0 ïðè n → ∞. (Ï5.7)

Ïîýòîìó äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

max
1≤k≤n

|Ckn| ≤ t2ε2 + ε|t|3 (Ï5.8)

è

n∑

k=1

|Ckn| ≤ t2 + ε|t|3. (Ï5.9)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ êîìïëåêñíûõ ÷è-

ñåë z ïðè |z| ≥ 1
2

ln (1 + z) = z + θ|z|2,

ãäå θ = θ(z) ñ |θ| ≤ 1 è ln îáîçíà÷àåò ãëàâíîå çíà÷åíèå

ëîãàðè�ìà. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èç (Ï5.5) è

(Ï5.8) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0

ln fk

( t

Dn

)
= ln (1 + Ckn) = Ckn + θkn|Ckn|2,
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ãäå |θkn| ≤ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, èç (Ï5.1)

t2

2
+ ln fTn(t) =

t2

2
+

n∑

k=1

ln fk

( t

Dn

)
=

=
t2

2
+

n∑

k=1

Ckn +
n∑

k=1

θkn|Ckn|2.

Íî

t2

2
+

n∑

k=1

Ckn =
t2

2

(
1 −

n∑

k=1

Akn

)
+ t2

n∑

k=1

θ̃1(t, k, n)Bkn+

+ε|t|3
n∑

k=1

θ̃2(t, k, n)Akn,

è, â ñèëó (Ï5.6), (Ï5.7), äëÿ ëþáîãî δ > 0 ìîæíî íàéòè

ñòîëü áîëüøîå n0 è ε > 0, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ n0

∣∣∣
t2

2
+

n∑

k=1

Ckn

∣∣∣ ≤ δ

2
.

Äàëåå, â ñèëó (Ï5.8) è (Ï5.9),

∣∣∣
n∑

k=1

θkn|Ckn|2
∣∣∣ ≤ max

1≤k≤n
|Ckn|

n∑

k=1

|Ckn| ≤

≤ (t2ε2 + ε|t|3)(t2 + ε|t|3).
Ïîýòîìó äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n çà ñ÷åò âûáîðà ε > 0
ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî

∣∣∣
n∑

k=1

θkn|Ckn|2
∣∣∣ ≤ δ

2
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è, ñëåäîâàòåëüíî,

∣∣∣
t2

2
+ ln fTn(t)

∣∣∣ ≤ δ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî t

fTn(t)e
t2

2 → 1 ïðè n → ∞

è, çíà÷èò,

fTn(t) → e−
t2

2
ïðè n → ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî. �
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